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Vier Briefe Cayleys, 


nebst Vorbemerkung. 


Von Herrn F. Schottky in Berlin. 


Vorbemerkung. 
Die Briefe Cayley an mich, die ich hiermit veröffentliche, sind 
in den Jahren 1880 und 1881 geschrieben; sie sind dadurch veranlaßt, dab 
ich Cayley ein Exemplar meines bei Teubner erschienenen Buches übersandte: 





„Abriß einer Theorie der Abelschen Funktionen von drei Variabeln“, von 
dem ein Teil 1878 mir als Habilitationsschrift gedient hatte. Ich lege 
die Briefe, die mathematisch sind, wenn sie auch nicht den Charakter 
einer vollständig durchgearbeiteten mathematischen Abhandlung haben, 
hauptsächlich deshalb den Fachgenossen vor, weil ich, als sie mir vor 
kurzem wieder ın dıe Hände kamen, in ihnen einen Satz fand und .da- 
mit die Anregung zu einer Aufgabe, die ich in diesem Journal ın einer 
kurzen Notiz behandeln werde. 
F. Schottky. 


Dear Sır, 

I have to thank you very much for the copy of your book „Ab- 
rıß einer Theorie etc.“ I am reading it with the greatest possible interest: 
a discussion of your problem, that of arriving at a theory of the triple 
theta-functions independently of the theory of algebraical integrals is the 
very thing which I most wished to see. The very general form (belon- 
ging, I understand you, to Weierstrass) of the multiple theta-fune- 
tion, and consequently also, as applicable to this form, the equation (3°), 


was new to me. I observe that you do not give the 40° equations which 
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connect the coefficients n7,n',o,w’ with the coefficients of the quadrie 
function @: I find that these can be expressed in a very compendious form, 
by means of four symbolical equations, giving by the elimination of the 
coefficients of @ your equations (6) p. 4. I admire very much your 
expression of the 64 characteristics by means of the seven suffixes, and 
their binary and ternary combinations. 

I enclose the abstract of a paper completed some time ago, which 
I hope to send you upon the double theta-functions, but it may be 
still some months before it is printed. I remain, dear Sir, yours very 
sincerely 

A. Cayley. 
Cambridge 24" May 1880. 





II. 
Dear Sır, 


I am studying with renewed pleasure your most interesting work 
on the Abelian functions of three varıables. It seems to me that there 
should be some more simple and ä priori method of establishing the 
connection of the functions with the integrals 

H,(Hdx + Hdy + Hdz) 


ja, JE 


| YH,H,H,H,H,H,H, 

considered as belonging to the sextie curve Z=0 with 7 double points: 
and although I have not succeeded in doing this, I venture to submit to 
you some considerations upon the subject. 

T look at the question as follows: Start with a given sextic curve 
L=0, with 7 given points 1,2,3,4,5,6,7 as double points. Take H=0, 
H=0, H=0 cubie curves (at pleasure) through the seven points: we 
have an identity 

(ax +by+ cz) H+ (a’c+b’y+ c’z)H + (a’c+b”’y+c”z) H=0, 
and by properly choosing the axes of coordinates, we may make this 
identity to be xzH +yH +zH=0. We have therefore H,H,H=0Qz—Ry, 
Rz—Pz,Py—@Qx;P,®,R being quadric functions of the coordinates. 

We then take H,=0, the cubie curve, having 1 as double point, 
and passing through the remaining points 2,3,4,5,6,7: and similarly 
H,-0,...H;—-0:H,,H,,...H, are linear functions of H,H,H. 
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The general sextic curve having the 7 points as double points 
should contain 6 constants: and its equation Is 
L=(a,b,c,f,g,h)(H,H,H)’+ Jac. (H,H,H), 
(if, as I believe, the Jacobian of the three cubic functions Y,H,H ıs 
not expressible as a quadric function of H,H,H). 
Now by Abels theorem we connect the curve L=0 with the 








integrals 
A BC 4A a 
/® z y 2\- % Y "+1; 
dx dy dz 0,L 0,L 6,L 





where ®, and also A,B,C are arbitrary functions of (z,y,2)*). Take 
A,B,C=P,@,R, then the form becomes 

&(Hdx+Hdy+Hd;) 

Hö.L + Höyl + Hö,h 
and it seems to me that this ought to be reducible to your form above 





referred to: the two forms would agree if we had 
Ho,L+H0,L+Ho0,L=KO YH,H,H,HH,H,H, in virtue of L=0; 
and ıf we had an identity 
(H0,L+H6,L+ Hö,L)’=K°’0°H, H,H,H,H,H,H,+ ML, 
K a constant, © a linear function and M a function of (z,%,2)": but 1 
cannot verify the existence of such an identity. 
A particular case (nugatory from its simplieity) is Z=H”; here 


K=0 and M=8H (HH,+ HH, + HH,)'. 
4. Cayley. 
Cambridge 18" June 1881. 


Dear Sır, 
I am very sorry that in the letter I sent you a few days ago, 
the formulae were written down inaccurately: the general form ol the 
integral is of course 








Eh © 
u 
Oz Oy oz 


# Ad,L+BQ,L+C09,L' 


*) Hier macht Cayley ein Versehen, das er im folgenden Briefe berichtigt. 
F. 8. 


1* 
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and hence if 
H,H,H = Ry—Qz,Pz—Rx,Qx—Py 

(P,Q,R being quadrie functions of (2,y,2)), writing A,B,C=P,Q,R, 
this ıs 

_Hdz+Hayı+Hds 

P&,L+Q09,L+Rö,L’ 
so that the form of identity which ought to subsist is 

(P6,L+Q0,1+Rö,L”=KH,H,H,H, H, H,H,+ ML, 

K a constant, and M a function of (x,y,2)”. This is a better form, but 
I do not see how to verify it. With many apologies for my very careless 
mistake believe me dear Sir yours very sincerely 


A. Cayley. 
Cambridge 21" June 1881. 





IV. 
Dear Sır, 

I have to thank you for your letter of the 27" June. I had 
satisfied myself that the identity subsisted for the sextic curve 
L=0 which is the locus of the dps. of the nodal cubics through the 
7 points. 

It appears to me that the crowning point of the whole theory ıs 
in your equations (63), (66), (68) and (68)*): I understand these as 
giving expressions for the ratios of the 64 o-functions in terms of 8 points 
on the sextie curve, say the four points «’, ’,y’,d’” which are the inter- 
sections by an arbitrary cubic through the seven points, and the four 
arbitrary points @, ß,y,d. And for the more complete expression of these 
equations, I think the following notations would be useful. 

0 is the current point, coordinates 2,%,2. 

1,2,...« etc. the points coordinates (2, , Yı; 2), (%g, Y2, 22)» -- 

(Tu Ya 2.) etc. 
viz. 1,2,3,4,5,6,7 are the seven points; and «’, 9’, y’,d’, «,P,y, 0‘ 
the 8 points as above. 
z ,y ,2 
012 the determinant |2,,%ı;2ı|; 


Tg , Ya, 2a 








*) should be (69) 
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| ad, yP, 2°, y2,22,2Y 
012345 the determinant 2) * * +. +, 








0123456789 the determinant 
ey, ia,ay,yer,zao,ay,ayz 


3 
' 4, . . a . “ . . . . . . .|, 





but 
0111234567 the determinant 

3 3 3 2, 2 2 „2 m? ee; | 
ee fr, en ee, ee, a, 

32 ° ® ® 21; 22, Yı; ” 22,%, Yı; Yı 21 | 

| Id - 2yıı 2. 2 2%, Yı, Zu tı 
f | 2 = 2 ) 
32, Yu 24% 2 yı?ı, di I, Yı, 

3 


| Lg . ® . . . . . . . . o . . 5 . . | 
| | 


so that 0111234567=0 is the equation of the cubic curve having 
1 for a dp. and passing through 2,3,4,5,6,7—[there is of course no 
risk of ambiguity, since the first form of determinant would vanish, if any 
two of the symbols contained therein were identical]. 
Your equation (63) then ıs (<=1): 
Po, — VH: Hi HH? P, 


1 
where 


H:= «111234567, 


H’/= 111234567. 
etc. 





1=234567, 
P,=«ßy0234567, 


en eh EEE en a ai nina 


and similarly we have, with complete explanation of the meanings of all 
the symbols which occur therein, your other equations (66), (68) and 
(69) — only the values of the c in (66), e (or c,,.) of (68) and c of 
(69) seem still to require determination. 


a Aura x i 


The equations in question must contain in themselves, potentially, 
all the algebraical relations between the 64 o-functions; and it would seem 
that for obtaining any such relation it would be enough to eliminate the 





points «,ß,y and that the other points d',«’,’,y’,0” would then always 





X 
> 
12 
h, {' 
3 
; 
& 
#1 
i 
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disappear of themselves. And as the algebraical relations between the 


o-funetions are in fact known, ıt must be theoretically possible to effect 


in this way the determination of the remaining constants c. I have 
ventured to trouble you with these remarks, which add nothing to, though 
they seem to me bring out, what is already in your book: the subject 
is one in which I take the greatest possible interest. 


A. Cayley. 
Cambridge 8" July 1881. 
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Über eine Cayleysche Form und deren Anwendung 
auf das Problem des letzten Schnittpunkts zweier 


Kurven dritter Ordnung. 
Von Herrn F. Schottky in Berlin. 


Bei den mathematischen Briefen Cayley an mich handelt es sich 
besonders um zwei verschiedene Formen der Differentiale erster Gattung, 
die zu einer bestimmten homogenen Gleichung L=0 zwischen drei Ver- 
änderlichen x&,y,2 gehören. L=0 ıst die Bedingung, daß eine Kurve 
dritter Ordnung existiert, die durch sieben fest gegebene Punkte hindurch- 
geht und in (x,y,2) einen Doppelpunkt besitzt. Wenn man drei linear 
unabhängige kubische Funktionen X,Y,Z aufstellt, die in den sieben festen 
Punkten verschwinden, so ist Z die Funktionaldeterminante von X,Y,Z 
nach x,%,2. Diese Gleichung Z=0, zu der die genaue Untersuchung der 
Theta-Relationen des Falles a9=3 mit Notwendigkeit führt, war schon vor- 
her den Geometern bekannt und heißt mit Recht die Aronholdsche. 

Die eine (Riemannsche) Form des Integrals erster Gattung ist: 


wo H irgend eine lineare Funktion von X, Y,Z bedeutet. Die andere ist: 
kn ee Bu 1 


Bei dieser zweiten Form hat man sich die drei Funktionen X,Y,Z so 
gewählt zu denken, daß identisch Xx+Yy+Zz=0 ist. H,,H,,...H, sind 
ebenfalls lineare Funktionen von X,Y,Z, und zwar ist 7,=0 diejenige 
spezielle der Kurven aX+bY-+cZ=0, die im Punkte («) einen Doppel- 
punkt hat. 
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Ist in den beiden Differentialausdrücken H dieselbe Funktion, so 
können sie sich nur um einen konstanten Faktor K unterscheiden. Man 
kann demnach die Gleichungen aufstellen: 


OL 


Kr Are rt Fay re 


3 
YH,H;H,H,H,H,H, 
und ihnen noch die andern, die sich daraus ergeben, hinzufügen: 





Ä OL 
ydz—zdy= ee 
zde—cdz=1T > 

oy 


Cayley zieht aus ihnen folgenden Schluß*). Da identisch Xx-+Yy 
+Zz=0 ıst, so kann man drei quadratische Funktionen 9,9,r von 2,%,2 
so bestimmen, daß 

X=g2—ry, Yers—pz, Z=py—g% 
ist. Alsdann folgt: 
Br 3 
—p-p +95, Tr = =KYH, HR, H, H,H, H,H,. 
Es wird demnach, wenn die Gleichung L=0 besteht, die dritte Wurzel, 
die auf der rechten Seite steht, dargestellt als ganze Funktion siebenten 
Grades von £,%,2. — Wir bezeichnen diesen Cayleyschen Ausdruck durch —y. 

Es ist natürlich möglich, direkt zu beweisen, daß eine Gleichung 
von dieser Form besteht, und auch die Bestimmung des konstanten Fak- 
tors K begegnet keinen unüberwindlichen Schwierigkeiten, sobald man die 
hier auftretenden Funktionen X,Y,Z,L,H,,H,,... A, genau, auch in ihren 
konstanten Faktoren definiert hat. Ich will statt dessen eine andere 
Frage erörtern. 

Es ist eine bekannte Aufgabe, den neunten Schnittpunkt zweier 
Kurven dritter Ordnung analytisch zu bestimmen, wenn die acht übrigen 
gegeben sind. Betrachtet man sieben derselben als fest, den achten, 
(x,y,2), als variabel, so sind die Koordinaten z’,y’,z’ des neunten Punktes, 
nach Herrn @eiser, ganzen Funktionen achten Grades von 7,%,2 pPropor- 


*) Ich selbst habe die Verbindung mit der Aremannschen Theorie nicht gesucht, 
und ich hebe deswegen besonders hervor, daß die Vergleichung der beiden Formen 


ein Cayleyscher Gedanke ist. 








Te Tapete te ze > ne 
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tional. Es fragt sich, ob man diese drei ganzen Funktionen achten Grades 
mit Hilfe der Cayleyschen Form p (die vom siebenten Grade ist) explizite 
ausdrücken kann. 

Es seien P,Q,R dieselben quadratischen Funktionen von drei Größen 
&,n,C, die p9,g,r von z,y,z sind. Wiır stellen den Ausdruck auf 

XP+YQ+ZR=U, 
der sich wegen der identisch bestehenden Gleichung Ap + Ygqy +Zr=0 auf 
0 reduziert, wenn &,n7,{ proportional z,y,2 werden. Wir verstehen aber 
unter &,n,{C nicht unabhängige Veränderliche sondern Funktionen; und 
zwar soll 
&=ßZ—yY, n=yÄ—aZ, C=aY— PX 

sein, wo @,/,y zunächst willkürliche Konstanten bedeuten. U ist dann 
eine kubische Funktion von X,Y,Z, also eine Funktion neunten Grades 
von 2,%,2. Diese Funktion neunten Grades zerfällt in zwei Faktoren, von 
denen der eine linear, der andere vom achten Grade ist. 

Der Linearfaktor ist t=@2x+fßy+yz. Denn es ist $y—nr=tZ 
(da 2 X+yY-+2Z=0 ıst). Ist also t=0, so werden &,n,{ proportional 
2,y,2, somit wird U=0. 

U enthält aber auch den Faktor !=«ar’+Ppy'+yz, wo «’,y',z 
die Koordinaten des zu (z,%,2) konjugierten Punktes sind, ausgedrückt als 
ganze Funktionen achten Grades von z,%y,2. Dies folgt einfach daraus, 
daß die Verhältnisse von X,Y,Z und somit auch das Verhältnis von U 
zu X? ungeändert bleiben, wenn man z,%,z durch #’.y’,2’ ersetzt. Dem- 
nach darf man setzen: 


U=-1t'*). 
Hiermit ist die ganze Funktion achten Grades von 2,y,2: !" =ar’+Py’+yz’, 
rational durch x,y,2, aber in gebrochner Form, dargestellt. Es kommt 
nun darauf an, die Division wirklich auszuführen. Dabei können wir uns 
beschränken auf den speziellen Fall, wo@e=0,%=-0,y=11st. Wirhaben dann 
= —T, n=2, = 
=2, !=2, U=27. 
*) Diese Gleichung ist identisch mit der Gleichung 
LXy)=nlWy +uy" Hu Yu y + U y+UTyN), 
die Herr Frobenius aufstellt auf S. 287 der Abhandlung: ‚Über die Beziehungen zwischen 


den 28 Doppeltangenten einer ebenen Kurve vierter Ordnung“, dieses Journal Bd. 99. 
Die Herleitung der Gleichung ist bei Herrn Frobenius eine andere. 
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Aus der Gleichung 
z!=XÄP+YQ+ZR 


eliminieren wir Z mit Hilfe der Relation: 2X +yY-+zZ=0. Wir er- 
halten: 





2e’=-AY-—-BX, wo 
A=z2Q—-yR, B=ıR-zP 
ist. Nun ist aber, da @ aus der quadratischen Funktion g hervorgeht, 
indem man x2,%,2 durch —Y,X,0 eısetzt: 


+1 
und entsprechende an eye - .. und P. -_— ist: 
1 vl. „Or ö®r | 
24=Y Fe re 2XY(e,, ER; a Yara)+ 2 a) | 


Da zg—yr=X ist, so sind die drei eingeklammerten Ausdrücke auf der 
rechten Seite bezüglich gleich 
X X Or X 


dar’ er abe 


02’ dr oy 
Daher ist: 


2A= gar 2272 tr +22(X5, Be 








Ebenso ist: 
2B-Y°7,—2XY > ur +2 r (X, 2): 
04 
Demnach: 
ne o°Y 0°X o°Y 
2 2 gr 2 2 ai ’ 
22'=Y Y:X(222.+°5)+ 7X Rt Rn | 
Dies läßt sich ER We had ein: 
oX oY oX oO} 
Dann hat man: 
OF OF 0G 0G 
79 Ak; Ve 7; 2 j 
N tt | 
Man setze weiter: 
YF—-XG-=M. 
Dann wird: 
re oM (0X oY | 
22 RE Re, 5, )M- 
Nun ıst 
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Bezeichnen wir mit Z die durch die Zahl 6 dividierte Funktionaldeter- 
minante 





oX oY 92| 
Ir OT O2 
j_1ox ey 82 
6, oy Oy oy 
ax ar 92 
|dz dz2 © 
so folgt zunächst, da X,Y,Z homogene Funktionen dritten Grades sind: 
IX oY 92 
’ |02 ds 98: 
L=5)0xX or o2|. 
ıöy dy Oy 
IX Y Z| 


Da ferner: 
XÄ+yY +z22=0, 
oX oY 07 


tut 
oX , „OY EV 
a a 
ist, so ergibt sich: 
|oX 9Y | 
u 9] 
2L=- 0X oY ’ 
aan ie | 
*|dy r 
x Yo 


Diese Determinante ist offenbar mit dem Ausdruck M identisch. Es ıst 
daher M=22?L, und: 


x, ( + +5, — X = 
Damit ist 2’ bereits aa als ganze ae von £,Y,2. Wir führen 
nun ein: 
Be a a I: ar ar) 
"See "Sorge: Ar ”e 7 Tann © Beer 7 Ser "eh 


Dann sind p,g,r quadratische Funktionen von x,y,2, die, wie man leicht 
sieht, den Gleichungen genügen: 
un en Z=py—q%, 


or 


Er +3 
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sie sind auch vollständig bestimmt durch diese vier Gleichungen. Es ist nun: 

ae OL ZT 

2 =(re—Pp2) 5x —(9q2—ry) = —4rL, 

OL OL OL ' 
und da 5 tr dy +25, —6L ıst: 
2’= 2 +2Lr, 
wo den Cayleyschen Ausdruck bedeutet: 
OL OL OL 
9-3, 795, +). 

Wir haben demnach folgendes Resultat: 

Es seien X, Y,Z drei in den sieben festen Punkten verschwindende 
kubische Funktionen von x,%y,2, so gewählt, daß die Gleichung Xx + Yy 
+Zz-0 stattfindet; es sei ferner 

„ao Bree ar MR 
PE ou 8’ 1252 Ö2°’ dx 9’ 
und Z die Funktionaldeterminante von X, Y,Z nach x,y,z. Bildet man 


| Se ER we. Br 
hieraus den Cayleyschen Ausdruck =—(P 52 +9 öy +75, } so sind 


L 


px -+2Lp, gy+2Lg, pz+2Lr die Koordinaten des zu x,y,2 konjugierten 


Punktes. 























Uber einen Satz, der sich auf die Anordnung der 
4’ Thetafunktionen bezieht. 


Von Herrn F. Schottky in Berlin. 


In dem ersten der an mich gerichteten Briefe erwähnt Cayley mit 
freundlicher Anerkennung einen Satz, der sich auf 8. 18 meines Buches 
findet, in demjenigen Teile, der schon 1878 als Habilitationsschrift ge- 
druckt war. Stahl hat diesen Satz einen Satz von Riemann genannt und 
gab nur zu, daß ich einen zweiten Beweis für ıhn gefunden habe. Da 
die Aussage Stahls sehr bestimmt lautete, und da ich mich um Arbeiten 
von mir, die bereits gedruckt waren, nicht zu kümmern pflegte, nahm ich 
die Stahlsche Behauptung ohne Prüfung als richtig an; sie besaß auch 
nach einer Erfahrung, die ich bereits gemacht hatte, für mich etwas Wahr- 
scheinliches. Dennoch beruht sie auf einem Irrtum. Um eine Beurteilung der 
Sache zu erleichtern, schreibe ich zunächst meinen Satz hin: 

„fs ıst möglich, ein System primitiver Indizes 1,2,3,...20+1 und 
einen ausgezeichneten & so zu wählen, daß &a ein gerader Index ist, wenn 
die Anzahl primitiver Indizes, aus denen «a zusammengesetzt ist, =e oder og +1 
mod. 4 ist, dagegen ein ungerader, wenn diese Anzahl=e-+2 oder 0 —1mod. 4 
ist“. (Schottky, Abelsche Funktionen von 3 Variabeln, S. 18, Breslau 1878). 

Die Stahlsche Bemerkung lautet so: 

„In einer Abhandlung über das Additionstheorem der 9-Funktion 
(Seite 117 dieses Bandes) habe ich einen Satz von Riemann über Charak- 
teristiken benutzt, der für die Theorie der 9 und der Abelschen Funktionen 
von Wichtigkeit ist. Von diesem Satze liegen zwei Beweise vor, einer von 
Herrn Prym, der auf Untersuchung der hyperelliptischen 9- Funktionen 
beruht, und ein zweiter von Herrn Schottky, der den Satz in spezieller Form 
wiedergibt“. (H. Stahl, Beweis eines Satzes von Riemann über 9-Charak- 
teristiken, dieses Journal Bd. 88, S. 273 (1880)). 
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Die Stelle der Prymschen Schrift, auf die sich Stahl bezieht, ist folgende: 
„Damit ist bewiesen, daß von den 2” verschiedenen 9-Funktionen, 
deren Charakteristiken in ‚den Formen 


p 
(2) ,(z)+ =&(a),...(2) + &(a),...(2)+ (a) 
enthalten sind, als gerade 9 diejenigen auftreten, deren Charakteristiken den 


For men r,» p—4m—3 p—4m—4 
(2) + Z(a),(z2)+ (a), (2)+ X (a) wma 
entsprechen, als ungerade 9 diejenigen, deren Charakteristiken den Formen 
py—4im—1 p—4m—2 


(#)+=(a),(2#)+ (a) 

entsprechen. Ferner verschwinden für (v)=0 nur diejenigen (2p+1), 9 
nicht, deren Charakteristiken in der Form (x) +3.(a) enthalten sind. 
Diese Sätze über die Charakteristiken rühren von Herrn Riemann her und 
wurden mir im vorigen Jahre von meinem hochverehrten Lehrer mündlich 
für einen besonderen Fall der Zerlegung von T in 7’ mitgeteilt. Er er- 
wähnte dabei, daß der allgemeine Beweis der Gültigkeit derselben für 
jede Art der Zerlegung leicht durch Betrachtung der Derivierten der % 
gewonnen werden könne. Diesen Beweis habe ich im vorigen zu bringen 
versucht“. (Prym, Zur Theorie der Funktionen in einer zweiblättrigen 
Fläche 8. 33, Separatabdruck aus dem 22-ten Bande der Denkschriften der 
schweizerischen naturforschenden Gesellschaft in Zürich, 1876). 

Herr Noether äußert sich über den von mir entdeckten Satz folgender- 
maßen: 

„Ein sehr spezielles System von 2p-+ 1 Charakteristiken ist von 
Herrn Schottky, Abelsche Funktionen von 3 Variabeln, Breslau 1878, ent- 
wickelt“. (Noether, Über die Thetacharakteristiken. Sitzungsberichte der 
physikalisch-medizinischen Sozietät zu Erlangen; 28. Juli 1879). 

Flüchtig und äußerlich betrachtet kann der von Herrn Prym 1876 
mitgeteilte Riemannsche Satz als dasselbe erscheinen wie das, was ich 
12 Jahre später gesagt habe. Dem Wesen nach besteht ein sehr großer 
Unterschied. Der Riemannsche Satz bezieht sich, nicht nur seinem Beweise, 
sondern auch seinem vollen Inhalte und der von Herrn Prym beigefügten 
Bemerkung nach, ausschließlich auf hyperelliptische 9-Funktionen und gibt 
in bewundernswerter Weise Aufschluß über eine Frage, die zu den tiefsten 
der Riemannschen Theorie gehört. In dem, was Herr Prym mitteilt, ist 
eine glänzende Leistung Riemanns enthalten. Aber nichts und gar nichts 
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deutet darauf hin, daß Prym oder Riemann hierbei an andere als hyper- 
elliptische 9 gedacht haben, 

Der Stahlschen Äußerung liegt der folgende richtige Gedanke zu- 
grunde. Wenn ein aufmerksamer und scharfisinniger Leser der Prymschen 
Schrift sich die Frage vorgelegt hätte, ob ein Teil dessen, was Herrn Prym 
von seinem großen Lehrer mitgeteilt war, sich von den hyperelliptischen 
auf allgemeine $ übertragen lasse, so hätte er vermöge dieses neuen Gedankens 
mühelos den elementaren Satz finden können, um den es sich bei mir 
handelt. Aber er hätte dann nach einem direkten Beweise suchen müssen. 
Denn es wäre sinnwidrig, den lediglich kombinatorischen Satz, den ich 
aufstelle, mit den Methoden der Riemannschen Theorie beweisen zu wollen. 

Mein Theorem, auf das ich direkt zugehe, ist bei mir der erste 
Schritt zu der von Riemann selbst entschieden abgelehnten*) Untersuchung 
der Thetafunktionen von drei Variabeln auf Göpelsche Art. Es ist also 
auch dem Ausgangspunkte nach völlig unabhängig von Riemann. 

Stahl und Noether gebrauchen ın bezug auf meine Untersuchung 
das Wort „speziell“. Der Satz selbst ıst die Hauptsache, und dieser ist von 
mir allgemein ausgesprochen. Die Frage, wie sich möglichst allgemein Reihen 
von der in dem Theorem geforderten Art bilden lassen, ist von sekundärer 
Bedeutung, wenn auch nicht ganz ohne Interesse. In einer späteren 
Arbeit (Über die Moduln der Thetafunktionen, Acta math. Bd. 27, S. 243) 
sage ich, indem ich mich der von Herrn Frobenius eingeführten zweck- 
mäßigen Bezeichnung anschließe: 

Es kann eine azygetische Reihe von 2e+1 gleichartigen Theta 
aufgestellt werden. 

Dies ist im wesentlichen derselbe Satz. Denn wenn @,,@,,...0,,+1 
untereinander gleichartig und außerdem azygetisch sind, so folgt hieraus, 
daß die durch drei primitive Indizes bezeichneten Theta: @,, usf., von 
entgegengesetzter Art sind wie die der Hauptreihe, die durch fünf Indizes 
bezeichneten wieder von derselben Art wie 0,,6,,...@,,,,, usf. Da die Anzahl der 
geraden Theta größer ist als die der ungeraden, so ergibt sich, daß alle die 
Thetafunktionen und nur die gerade sind, bei denen die Ordnung der Kom- 
bination, die zu ihrer Bezeichnung dient, kongruent g oder o+ 1 modulo 4 ist. 





*) Vgl. Riemanns ges. mathem. Werke. Nachträge. herausg. von Noether und 
Wirtinger, S. 4. 
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Uber einfach geordnete Mengen”). 
Von Herrn Alfred Haar in Göttingen und Herrn Denes König in Budapest. 


Das eine Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Hauptsätze der 
Theorie der linearen Punktmengen auf die Theorie der einfach geordneten 
Mengen auszudehnen. Insbesondere kommen hier der Bolzano - Weier- 
straßsche**), der Heine-Borelsche***) und der Cantor-Bendixsonsche?) Satz 
in Betracht. 

Es wird aber auch gleichzeitig ein anderes Problem gelöst, das man 
folgendermaßen charakterisieren kann. Cantor hat folgenden wichtigen 
Satz bewiesen: Der ÖOrdnungstypus # der Menge aller reellen Zahlen 
zwischen 0 und 1 (einschließlich der Grenzen) ist durch folgende Eigen- 
schaften eindeutig festgelegt '?): 

a) 6 ıst perfekt, 

P) @ enthält einen in ihm überall dichten abzählbaren Ordnungs- 
typus. 

Definiert man daher die Ordnungstypen der linearen Punktmengen 
als Teiltypen dieses #, so müssen alle Sätze, die sich auf eine Klasse von 
linearen Punktmengen beziehen, — außer der charakteristischen Eigenschaft 
dieser Klasse — allein aus den Eigenschaften «) und /) ableitbar sein. 


*) Die gemeinschaftlich gefundenen Resultate wurden von D. König ausgearbeitet. 
**, Über den üblichen Beweis des Satzes siehe die historischen Bemerkungen 
bei Cantor: Math. Ann. Bd. 23, S. 455. 
*+*) eine: Dieses Journal Bd. 74, S. 188. — Borel: Ann. de I’Ee. norm. (3) 
Bd. 12, S. 51 und Lecons sur la th&orie des fonctions, S. 42. Vgl. auch die historischen 
Bemerkungen von Lebesgue: Bull. des Sciences Math. (2) Bd. 31, S. 129. 
+) Cantor: Math. Ann. Bd. 21, S. 575 und Bd. 23, S. 471: Acta Math. Bd. 2 
S. 414. — Bendixson: Acta Math. Bd. 2. S. 415. 
Tr) Math. Ann. Bd. 46, S. 511. 
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Doch ist dies nicht der Weg, der bei dem Aufbau der Theorie der 
Punktmengen benutzt wurde. Im Gegenteil: der größte Teil der Beweise 
beruht auf dem Begrifie der Strecke. Wenn man aber # durch die Eigen- 
schaften «) und /) definiert, so kann man keineswegs zu jedem Intervall 
von 9 eine reelle Zahl (ein Element von #) eindeutig zuordnen, da # zu- 
folge dieser Definition in bezug auf jedes seiner (von inneren Elementen 
gebildeten) Elementenpaare dasselbe Verhalten aufweist; keines dieser Paare 
besitzt, an sich betrachtet, eine solche Eigenschaft, die ein beliebiges anderes 
Elementenpaar dieser Art nicht besitzen würde. Den Intervallen von 9 kann 
eine Länge nur auf die Weise zugeordnet werden, daß man die Elemente 
von 9 in spezieller Form (etwa in Dezimalbruchentwicklung) annimmt, und 
folglich # nicht durch die Eigenschaften «@) und /) definiert. 

Die Reinheit der Methode fordert aber einen Aufbau der Theorie 
der linearen Punktmengen, der sich ausschließlich auf die Eigenschaften 
«) und 5) stützt. Unsere Arbeit zeigt, daß dies in der Tat möglich ist: 
da wır den Begriff der Strecke gar nicht einführen, liefern unsere allgemeinen 
Beweise auf das Kontinuum angewendet eine Ableitung der Hauptsätze der 
linearen Punktmengen, die die gestellte Forderung erfüllt. 

Wir stellen vor allem die Definitionen und die Erklärungen der Be- 
zeichnungen zusammen *). 

Statt ‚einfach geordnete Menge‘ sagen wir schlechtweg ‚Menge‘, 
da andere Mengen gar nicht in Betracht kommen. Die Elemente einer Teil- 
menge einer Menge betrachten wir immer in derselben Reihenfolge, wie 
in der ursprünglichen Menge, ohne dies bei jeder Gelegenheit hervor- 
zuheben. 

Eine Teilmenge der Menge M, die so beschaffen ist, daß sie alle 
Elemente, die einem Element a vorangehen, enthält, falls sie « enthält, 
nennen wir einen Abschnitt von M. Analog heiße eine Teilmenge Rest 
von M, wenn sie auch jedes auf a folgende Element enthält, falls sie das 
Element «a enthält. 

Die Gesamtheit der Elemente von M, die einem Element, etwa a. 
vorangehen, bilden nach dieser Definition einen Abschnitt von M, den 


*) Vgl. außer der letztgenannten Arbeit von Cantor die Arbeiten von Haus- 
dorff, insbesondere: Berichte d. math.-phys. Kl. d. K. Sächs. Ges. d. W.. Bd. 58. 
S. 123 und Math. Ann. Bd. 65, S. 439. — Vgl. auch F. Riesz: Math. Ann. Bd. 61. S. 406. 
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wir mit A(a) bezeichnen. In gleicher Weise sei R(a) derjenige Rest von 
M, der alle auf « folgenden Elemente von M enthält (a selbst ist weder in 
A(a) noch in R(a) enthalten)*). Die Menge der Elemente von M, die 
dem Element «a folgen, dem Element b (a < b) aber vorangehen, bezeichnen 
wir mit (a,b); weder a noch 5b sind Elemente von (a,b). Jene Teilmenge 
von M, die die Elemente von (a,b) ferner die beiden Elemente a und b 
enthält, bezeichnen wir mit [a,5d]. Die mit den Symbolen A(a), R(a), 
(a,b) bezeichneten Teilmengen von M mögen — mit gemeinsamem Namen — 
Intervalle von M genannt werden. Ein Intervall, das das Element c ent- 
hält, ıst eine Umgebung dieses Elementes, 

Wenn ein Element A von M so beschaffen ist, daß — wie auch 
das auf h folgende Element « gewählt ist — die Mächtigkeit jedes (h,«) größer 
als (und nicht gleich) m ist, so nennen wir h ein linksseitiges Verdichtungs- 
element m-ter Ordnung von M. Wenn entsprechend jedes Intervall (a, h), 
(a < h) eine größere Mächtigkeit als m besitzt, so heiße A ein rechtsseitiges 
Verdichtungselement wm-ter Ordnung der Menge M. Wenn überhaupt ent- 
weder jedes (a,h) oder jedes (h,b) (a <’h< b) Elemente besitzt, d. h. 
wenn entweder in A(h) kein letztes oder in R(h) kein erstes Element 
vorhanden ist, so nennen wir h ein rechts-, bzw. linksseitiges Verdichtungs- 
element von M. Eın Element A von M ist also ein Verdichtungselement, 
wenn jede Umgebung dieses Elementes auch ein anderes Element enthält. 

Ist M’ eine beliebige Teilmenge von M, so kann man in derselben 
Weise die rechts-, bzw. linksseitigen Verdichtungselemente m-ter Ordnung von 
M’ in M definieren; ein Element A von M heiße rechts- (bzw. lınks-) 
seitiges Verdichtungselement m-ter Ordnung von M’in M, wenn die Menge 
der Elemente von M’, die in einem beliebigen Intervall (a,h) (bzw. (h,b)) 
von M enthalten sind, eine größere Mächtigkeit als m besitzt, wie auch das 
dem A vorangehende (bzw. auf h folgende) Element a (bzw. b) gewählt ıst. 

Jeder Abschnitt A und jeder Rest R von M definiert eine Zerlegung 
IM=A-+R| von M. Diese Zerlegung nennen wir eine Lücke, wenn A 
kein letztes und R kein erstes Element besitzt und zwar auch dann, wenn 
A oder R gar kein Element enthält. Auf diese Weise enthält jede Menge 


*) Die in der Cantorschen Terminologie — der wir hier folgen — als Ab- 
schnitt und Rest bezeichneten Begriffe heißen bei Hausdorff Anfangsstück und Endstück. 
Statt A(a) und R(a) schreibt Hausdorff M” und M.. 
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M, die entweder kein erstes Element besitzt (A=0,R=M) oder keın 
letztes Element besitzt (A= M, R=0), mindestens eine Lücke. Man verdankt 
den Begriff der Lücke, der in dieser Theorie genau so wichtig ıst wie 
der Begriff des Verdichtungselementes, den Arbeiten von F. Hausdorff *). 
Man kann auch den Lücken in ähnlicher Weise wie den Verdichtungsele- 
menten eine Mächtigkeit als Ordnungsmächtigkeit zuordnen: die Lücke 
IM=A+R} heiße eine rechtsseitige (bzw. linksseitige) Lücke m-ter Ordnung 
von M, wenn jeder Rest von A (bzw. jeder Abschnitt von R) eine größere 
Mächtigkeit, als m besitzt. 

Die Ordnung m eines Verdichtungselementes bzw. einer Lücke 
wurde in der Weise eingeführt, daß, wenn m die Definition befriedigt, auch 
jede kleinere Mächtigkeit diese Eigenschaft aufweist. Der Begrifi der 
Ördnungsmächtigkeit hängt außerdem noch davon ab, ob man das Element 
(oder die Lücke) als rechtsseitiges oder linksseitiges Verdichtungselement 
(oder Lücke) betrachtet. Jeder Abschnitt ohne letztes Element (bzw. jeder 
Rest ohne erstes Element) definiert entweder ein Verdichtungselement, 
nämlich das erste (letzte) Element des entsprechenden Restes (bzw. Ab- 
schnittes), oder — falls ein solches Element nicht existiert — eine Lücke. 

Eine Menge heißt «n sich abgeschlossen, wenn sie keine Lücke be- 
sıtzt**) (absolute Abgeschlossenheit). 

Eine Teilmenge M’ von M heiße ın M abgeschlossen, wenn jedes 
Verdichtungselement von M’ in M Element von M’ ist (relative Abge- 
schlossenheit). 

Eine Menge heiße @n sich dicht, wenn jedes ihrer Elemente ein Ver- 
dichtungselement ist ***). 

Eine in sich dichte Teilmenge M’ von M heiße perfekt, wenn sie 
sowohl in sich, wie auch in M abgeschlossen ist. 





*) Für lineare Punktmengen hat schon Bettazzi einen analogen Begriff (lacuna) 
eingeführt. (Annali di Matematica (2) Bd. 16, S. 149.) 

**) Diese Definition stimmt nieht mit der von Cantor für die Abgeschlossenheit 
gegebenen Definition (Math. Ann. Bd. 46, S. 510) überein, indem diese nur die Existenz 
von zwei Arten von Lücken ausschließt. Für die Teiltypen des Linearkontinuums — 
bei Cantor werden nur diese behandelt — stimmen jedoch beide Definitionen überein. 

***) Von einer Teilmenge M’ von M sagen wir nur dann, daß sie in sich 
dicht ist, wenn jedes Element von M’ Verdiehtungselement von M’ ist. Es genügt 
noch nicht, daß jedes Element von M’ Verdichtungselement von M ist. 


3% 
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Wenn eine Teilmenge R von M so beschaffen ist, daß jedes Inter- 
vall von M, das Elemente von M enthält, auch Elemente von R enthält, 
so sagen wir, daß R in M überall dicht ist*). 


Die erste Verallgemeinerung**) des Weierstraß-Bolzanoschen Satzes 
lautet nun wie folgt: 

A) Jede unendliche Menge M besitzt entweder ein Verdichtungselement 
oder eine Lücke. 

Um den Satz zu beweisen, zeigen wir, daß M entweder einen Ab- 
schnitt ohne letztes Element oder einen Rest ohne erstes Element besitzt. 
Wenn M kein erstes Element besitzt, so ist M selbst ein Rest von M 
ohne erstes Element. Es sei daher a, das erste Element von M. Wenn 
es in R(a,) kein erstes Element gibt, so ist unser Satz schon bewiesen; 
es sei daher a, das erste Element von R(a,), d.h. das zweite Element 
von M, usf. Wäre unsere Behauptung nicht richtig, so könnte die Ele- 
mentenfolge @,,@,,... nicht abbrechen, und dann bilden diese Elemente 
einen Abschnitt von M ohne letztes Element. Damit ist unser Satz 
bewiesen. 

Um das so gewonnene Resultat in bestimmterer Form ausdrücken 
zu können, brauchen wir einen Satz, der dem bekannten Heine-Borelschen 
Satze der Punktmengentheorie entspricht. Die erste Verallgemeinerung 
dieses Theorems lautet folgendermaßen: 

B) Sei N eine beliebige abgeschlossene Menge und M eine Teilmenge, 
die sowohl in sich, wie auch in N abgeschlossen ist"**). 

Wenn eine bestimmte Intervallmenge I von Intervallen ı der Menge 
N so beschaffen ist, daß jedes Element von M in (mindestens) einem Inter- 
valle dieser Menge liegt, so kann man aus dieser Intervallmenge I eine end- 


*) Diese Definition stimmt nicht mit der Hausdorffschen überein. Nach seiner 
Definition kann nur eine überall dichte Menge eine in ihr überall dichte Teilmenge 
besitzen. Im Falle einer überall diehten Menge — Hausdorff behandelt nur solche 
Fälle — stimmen beide Definitionen überein. 

**) Es gilt auch die folgende Verallgemeinerung dieses Satzes: Jede unendliche 
Teilmenge M’ einer abgeschlossenen Menge M besitzt mindestens ein Verdichtungselement. 
(Dieser Satz gilt auch, wenn die Abgeschlossenheit im Cantorschen Sinne definiert ist.) 
Dieses Verdichtungselement muß nicht Element von M’ sein. 

***) Aus dem Umstande, daß N abgeschlossen und M in N abgeschlossen ist, 
folgt schon, daß M in sich abgeschlossen ist. 
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liche Teilmenge (t,. tg,...t,) so herausgreifen, daß jedes Element von M 
Element eines dieser v Intervalle ıst*). 

Bei dem Beweise dieses Satzes benutzen wir ein teilweise ähnliches 
Verfahren, wie es Lebesque**) bei dem Beweise des analogen Satzes für 
Punktmengen verwendet hat***). 


Das Element a der Menge M heiße erreichbar, wenn man aus der 
Intervallmenge / eine endliche Teilmenge :;,:2,...?, derart herausgreifen 
kann, daß « und jedes diesem Elemente vorangehende Element von M 
in einem dieser Intervalle eingeschlossen ist; wir sagen « ist ‚‚vermöge der 


PIAT 


Intervalle :\,...,“ erreichbar. Es ist unmittelbar klar, daß die erreich- 
baren Elemente einen Abschnitt von M bilden, den wir mit A bezeichnen. 
Die übrigen Elemente von M bilden den entsprechenden Rest B. Wir 
zeigen vorab, daß B kein Element enthält (B=0). 

Da M keine Lücke enthält, so besitzt entweder A ein letztes Ele- 
ment (da A +0 ist) oder B ein erstes Element. 

Wir nehmen erstens an, A besäße ein letztes Element a, und be- 
zeichnen mit i,,...?, jene Teilmenge von /, vermöge deren a, erreichbar ist; 
a, sei etwa ım Intervalle ©, enthalten. Besitzt nun B ein erstes Element 


b,, so bezeichnen wir mit ?,,, ein Intervall von /, das 5b, enthält. Dann 

*) Dieser Satz wurde schon von Jourdain ausgesprochen (Messenger of 
Mathematics, Bd. 34, S. 67). Bei ihm ist aber, wie es Herr Jourdawn in einer brief- 
lichen Mitteilung jetzt in freundlicher Weise zugibt, der Satz nicht richtig, da 
er die Ausdrücke .„closed‘‘ (abgeschlossen) und „closed with respeet to N“ (abge- 
schlossen in N) im Cantorschen Sinne benutzt. In der Tat, für die Mengen vom Ord- 
nungstypus 2 +*2 (wo 2 die erste Zahl der dritten Zahlenklasse bedeutet) kann man 
eine Intervallmenge von der verlangten Eigenschaft angeben, die durch ein end- 
liches Intervallsystem dieser Art nicht ersetzbar ist. Der Ordnungstypus 2 + *2 besitzt 
zwar eine Lücke, ist aber im Cantorschen Sinne abgeschlossen. Der Jourdainsche Beweis 
des Heine-Borelschen Satzes (a. a. 0. S. 63) benutzt die Eigenschaft 3) des Linearkon- 
tinuums (vgl. S. 16) und scheint daher auf allgemeine Mengen nicht anwendbar zu sein. 

**, Lecons sur liintegration (Paris 1904) S. 105. 

***) F. Riesz hat auf demselben Wege den Satz B) in dem speziellen Falle 

bewiesen, daß 

1°) N „perfekt und zusammenhängend‘ ist, 

2°) M ein Intervall von X ist (a.a. ©. S. 415). In diesem Falle wird ein wesent- 
licher Punkt unseres Beweises überflüssig. Durch Angabe von Beispielen kann man 
zeigen, daß die für M und N gemachten Voraussetzungen zur Richtigkeit des Satzes 
auch notwendig sind. 
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ist b, vermöge der Intervalle ?,,...%,,t,;, erreichbar, und dies ist ım 
Widerspruch mit der Annahme, daß kein Element von B erreichbar ist. 
B besitzt daher ın diesem Falle sicherlich kein erstes Element. Wir zeigen 
nun, daß wenn B+0 ist, a, linksseitiges Verdichtungselement von B in 
N ist*). Jene Elemente von N, die irgendeinem Elemente von B folgen, 
bilden einen Rest B’ von N; der entsprechende Abschnitt von N sei A. 
B’ kann in gleicher Weise wie B kein erstes Element besitzen, folglich 
— da N abgeschlossen ist — besitzt A’ ein letztes Element. Dieses ist 
ein Verdichtungselement von B’ in N und daher von B, also von M. Da aber 
M:ıin N abgeschlossen ist, so ist dieses letzte Element von A’ auch Ele- 
ment von M, und folglich (da es nicht Element von B’ sein kann) auch 
Element von A, und da es Verdichtungselement von B’ ist, kann es nichts 
anderes sein, wie das letzte Element a, von A. Dieses ist daher in der 
Tat Verdichtungselement von B in N. Jede Umgebung von a, und daher 
auch i, enthält also mindestens ein Element von B; dieses Element ist 
also, im Widerspruch mit unserer Annahme, erreichbar. 

Wir nehmen zweitens an, A besäße kein letzes Element. Wir 
zeigen in gleicher Weise wie früher, daß wenn B+0 ist, das erste Ele- 
ment b, von B Verdichtungselement von A in N ist. Jenes Intervall © 
von /, welches b, enthält, muß daher mindestens ein Element von A ent- 
halten. Wenn dieses Element von A vermöge der Intervalle «,...%, er- 
reichbar ist, so ist b, vermöge der Intervalle «,...,,® erreichbar — im 
Widerspruch mit unserer Annahme, daß kein Element von B erreichbar ıst. 

Die Annahme B-+0 führt also in jedem denkbaren Falle zum 
Widerspruch: es ist daher M = A und jedes Element von M ist erreichbar. 
Ist das letzte Element von M (ein solches muß wegen der Abgeschlossen- 
heit von M stets existieren) vermöge der Intervalle :,,...:, erreichbar, so 
besitzt diese Teilmenge von I die geforderten Eigenschaften, und damit 
ist unser Satz bewiesen. 
| Der soeben bewiesene Satz ist auf den Fall, daß N nicht abge- 
schlossen ist, nicht unmittelbar übertragbar; dies wäre nur mit einer Modi- 
fıkation des Begriffes der ‚relativen Abgeschlossenheit‘“ möglich. In dem 
speziellen Falle aber, daß M=N ist, ist jene Verallgemeinerung un- 


*) Im folgenden ist es eben wichtig, daß a, Verdichtungselement von B in 
N ist; daß es in M ein solches ist, ist unmittelbar klar. 
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mittelbar möglich. Es läßt sich nämlich durch beinahe wörtliche Wieder- 
holung unseres letzten Beweisganges folgender Satz ableiten: 

B,) Wenn eine Intervallmenge I von Intervallen i einer Menge M so 
beschaffen ist, daß jedes Element und jede Lücke von M in mindestens einem 
dieser Intervalle eingeschlossen ıst*), so kann man eine endliche Teilmenge 
(?,...2,) von I derart angeben, daß jedes Element und jede Lücke von M 
ın mindestens einem dieser n Intervalle enthalten vst. 

Auf Grund dieses Satzes kann man dem Satze A) folgende be- 
stimmtere Form geben. 

A,) Ist die Mächtigkeit von M mp und**) p=2p, so ewistiert 
in M mindestens eine Lücke oder ein Verdichtungselement von der p-ten Ordnung. 

Wäre unser Satz nicht richtig, so könnte man jedes Element und 
jede Lücke von M ın ein Intervall einschließen, dessen Mächtigkeit nicht 
größer als p ıst. Nach unserem letzten Satze gibt es dann eine endliche 
Menge von Intervallen :,,...:„ von derselben Beschaffenheit. Bezeichnen 


wir die Mächtigkeit dieser Intervalle bzw. mit p,,...p,, so ist — da jedes 
Element von M Element eines dieser Intervalle ist — 
(1.) m<p, + -+p,. 
Andererseits folgt aus den Ungleichungen 
p>p, (k=1,...n) 


durch Addition 
np >p, + +p, 


und folglich — da wegen p=2p auch p=np ist — 
m>p>p+t' +P,- 
Dies ist aber mit (1.) im Widerspruch und damit ist unser Satz bewiesen. 


*), Wir treffen folgende Festsetzungen darüber, wann „eine Lücke in einem 
Intervall enthalten ist‘: 

a) Die Lücke {|M=A+DB}l, wo A und B von Null verschieden sind, ist 
dann und nur dann in einem Intervall enthalten, wenn das Intervall Elemente sowohl 
von A als auch von B enthält: 
| b) die Lücke {M =0+B} ist in allen Intervallen A(z) und nur in diesen — 
c) die Lücke | =4A+0} ist in allen Intervallen R(x) und nur in diesen 


enthalten. 

*), Vgl. D. König: Rend. del Cire. mat. di Palermo, Bd. 27, S. 339. Den Wohl- 
ordnungssatz von Zermelo wenden wir in dieser Arbeit nicht an; er würde die Be- 
weise nicht vereinfachen. Das Zermelosche Auswahlprinzip wird aber an mehreren 
Stellen benutzt. 
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Für den Fall, daß M keine Lücken enthält, erhalten wir das Resultat: 

A,) Jede abgeschlossene Menge, deren Mächtigkeit größer als m ist, 
besitzt mindestens ein Verdichtungselement von der Ordnung m, vorausgesetzt 
daß m =2m ist. 

Wir gelangen nun zur Verallgemeinerung des Cantor-Bendixsonschen 
Satzes, indem wir dem Beweisgang von Lindelöf*) folgen. Der Abge- 
schlossenheit der Häufungs-, bzw. Kondensationselemente entspricht hier 
der folgende Satz: 

C) Ist M® die Menge der Verdichtungselemente m-ter Ordnung der ab- 
geschlossenen Menge M, so ist M“” abgeschlossen. 

Nehmen wir nämlich an, MD besäße eine Lücke: 

MW=A’+B, 
wo also A’ kein letztes, B’ kein erstes Element besitzt. Sei A die Menge 
gebildet von jenen Elementen von M, denen noch ein Element von 4’ folgt, 
B die Menge gebildet von jenen Elementen von M, denen ein Element von BD’ 
vorangeht; es ist offenbar A ein Abschnitt, B ein Rest von M. Bezeichnen 
wir mit Q@ die Menge jener Elemente von M, die weder in A noch in B 
enthalten sind, so definiert die hypothetische Lücke von M"” die folgende 
Einteilung von M: 
M=A+Q-+B. 

Hierbei ist A’ Teilmenge von A, B’ Teilmenge von B. 4A besitzt kein letztes, 
B kein erstes Element, da A’ und 5’ die entsprechenden Eigenschaften be- 
sitzen. Q enthält also jedenfalls ein Element, da sonst die Zerlegung |M=A+B} 
eine Lücke von M definieren würde. Besäße Q kein erstes Element, so 
wäre durch die Zerlegung |M=A+(@+B)| eine Lücke von M definiert. 
Sei q, das erste Element von Q. Ist a ein beliebiges Element von M, das gq, 
vorangeht, dann besitzt — nach der Definition der Menge A — 4’ ein Ele- 
ment a, das a folgt und daher im Intervall (a,g,) liegt; a’ ıst Verdich- 
tungselement m-ter Ordnung von M, da es doch Element von M" ist, 
und daher ist die Mächtigkeit von (a@,g,), einer Umgebung von a’, größer als 
m. Dies gilt, wie auch das g, vorangehende Element « gewählt ıst; daher 
wäre q, rechtsseitiges Verdichtungselement m-ter Ordnung von M. Dies 
ist aber unmöglich: jedes Element von M” ist Element von A oder B 


*) Comptes Rendus de l’Acad. des Sciences, Paris, t. 138, p. 697 und Acta 
Math., Bd. 29, S. 183. 
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(je nachdem es Element von A’ oder B’ ist) und ein Element von @ kann 
kein Verdichtungselement m-ter Ordnung von M sein. Dieser Widerspruch 
zeigt, daß unsere Annahme, M” besitze Lücken, unhaltbar ist. — 

D) Die Menge M“” ist in M abgeschlossen. 

Das Element A von M möge Verdichtungselement von M“” sein; 
a sei ein beliebiges A vorangehendes, b ein h folgendes Element von M. Es 
enthält entweder jedes Intervall («,h) oder jedes Intervall (R,b) Elemente 
von M“” und daher (als eine Umgebung eines Verdichtungselementes m-ter 
Ordnung) eine Teilmenge von M, deren Mächtigkeit größer als mı ıst. Mit 
anderen Worten: A ist Verdichtungselement m-ter Ordnung, d. h. Element 
von M®, Der Satz ist damit bewiesen. 

Es sei hervorgehoben, daß in den Sätzen C) und D) m eine ganz will- 
kürliche Mächtigkeit bedeutet. 


Der nächste Schritt bei der Ableitung des verallgemeinerten Cantor- 
Bendixsonschen Satzes wäre nun der Beweis, daß M in sich dicht ıst*), 
und daß die Mächtigkeit, von D=M-—M“” kleiner als eine bestimmte 
Mächtigkeit ist. Der Lindelöfsche Beweis des Satzes, daß die Menge der 
Kondensationspunkte eine in sich dichte Menge bildet, stützt sich aber 
wesentlich auf den Streckenbegriff und ist daher auf beliebige Mengen 
nicht übertragbar. 

Es gelingt aber, auch diese Resultate auf beliebige Mengen zu über- 
tragen, indem man statt der Eigenschaft /) (vgl. S. 16) eine entsprechende 
allgemeinere Eigenschaft zugrunde legt und zwar ohne den Streckenbe- 
griff einzuführen. Wir betrachten zu diesem Zwecke eine Menge N, die 
eine Teilmenge R von der Mächtigkeit N, enthält, die überall dicht in 
N verteilt ist, und beschäftigen uns ausschließlich mit den Teilmengen M 
dieser Menge N**). Es kommt nur die Eigenschaft der Mächtigkeit 
von R ın den folgenden Untersuchungen in Betracht, daß sie ihrem 


*, Im Falle einer beliebigen Mächtigkeit ist der Satz gar nicht richtig (für 
Teile des Kontinuums gilt er schon für endliche m nicht): es bilden beispielsweise 
die Verdichtungselemente No-ter Ordnung der (abgeschlossenen) Mengen vom Ordnungs- 
typus 2w +1 („die Kondensationselemente“) eine Menge vom Typus +1, die also 
nicht in sich dicht ist. 

**) Ist z. B. N das Bernsteinsche Ultrakontinuum (s. Diss. Göttingen 1901 
und Math. Ann. Bd. 61, S. 117), so ist 8, = Nı. 


Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 1. 4 
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Quadrate (und also auch ihrem Doppelten) gleich ist; dies ist allein der 
Grund, aus dem wir sie als ein Aleph annehmen. 

Ist nun N, jene ausgezeichnete Mächtigkeit, so entsprechen die Ver- 
dichtungselemente von der Ordnung N, den Kondensationspunkten des 
Linearkontinuums. Es gilt der folgende Satz, der der Kern des ver- 
allgemeinerten Cantor-Bendixsonschen Satzes ist: 

E) Sei N eine Menge, die eine ın N überall dichte Teilmenge R 
von der Mächtigkeit N, enthält und M eine beliebige (in sich) abgeschlossene 
Teilmenge von N. Die Mächtigkeit der Menge D=M-—M'Sr jener Elemente 
von M, die keine Verdichtungselemente N,-ter Ordnung von M sind, ist 
kleiner oder höchstens gleich S8,. 

Sei d ein beliebiges Element von D. Die Menge der Elemente von 
M'S’’, die dem Element d vorangehen, muß ein letztes Element c, haben. 
Wenn nämlich — wie auch das d vorangehende Element m von MS) oe- 
wählt ist — jedes Intervall (m,d) mindestens ein Element von MS 
enthalten würde, so wäre d Verdichtungselement von MS’ in M und 
nach Satz D) — d Element von MS’ und nicht von D. 
In gleicher Weise zeigt man, daß unter den auf d folgenden Elementen 





folglich wäre 


von MS) ein erstes Element existiert, das wir etwa mit c, bezeichnen. 
Auf diese Weise bestimmt jedes Element d von D ein Intervall (c,,c,) von 
M, in dem d enthalten ist, in dem aber kein Element von MS) liegt: Wir 
zeigen, daß die Mächtigkeit der Menge der Elemente von M, die zwischen c, und 
C; liegen, (6,6%) N, ist. Wir unterscheiden zu diesem Zwecke zwei Fälle: 

1. Fall. M besitzt ein unmittelbar auf c, folgendes Element cj. Dann 
ist [e,d]<N,, da widrigenfalls die abgeschlossene*) Menge [ej,d] ein 
Element von MS) enthalten würde (Satz A,); es enthält aber weder das 
Intervall (e/,d) ein solches Element, noch sind c/ und d Elemente von M'S7), 
Es ist daher auch (c,,d)<X.. 

2. Fall. Es gibt kein Element von M, das unmittelbar c, folgen 
würde, d. h. e, ist linksseitiges Verdichtungselement von M. Ist also «a 


*) Hätte [e’,d] eine Lücke: {[e,d|= A + B} so würde 
M =(A(e’) + A) +(B + k(d)) 
eine Lücke von M definieren, da sowohl A wie auch 5 Elemente enthalten müßten. 
Dies ist ein Widerspruch damit, daß wir J/ als abgeschlossen angenommen haben. 
Die Bezeichnungen A(z), R(x), |...] beziehen sich auf M. 





u 
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ein willkürliches Element von (c,.d), so gibt es ein Element a, von M 
derart, daß c, <a, <a<d. Auf diese Weise enthält (c,,«a) stets ein Element 
von M, also auch von R, das wir mit r bezeichnen. Ks liegt daher jedes 
Element a von (c,,d) in einem Intervall (r,d) der Menge N, wo r Element 
der Menge R ist. Die Mächtigkeit der Menge dieser Intervalle (wo d immer 
dasselbe bleibt) ist <N, infolge unseren Annahmen über A. Andrerseits ist 
die Mächtigkeit der Menge aus jenen Elementen von (c,,d), die im In- 
tervall (r,d) liegen, kleiner oder höchstens gleich N,, da sonst — infolge des 
Satzes A,) — [r,d] ein Element von MS) enthalten müßte. Es ist da- 
her, analog wie im ersten Falle, (c,d)<N,N,-N,. 

In gleicher Weise können wir zeigen, daß (d,c)<N, Ist, und es 
ist daher in der Tat (c, ‚c) 28, —N,. 

Man sieht leicht, daß die zu verschiedenen Elementen d von D 
gehörigen Intervalle (c,,c,) entweder identisch sind, oder aber gar keine 
gemeinschaftlichen Elemente besitzen (die zu d, und d, gehörigen Intervalle 
sind dann und nur dann identisch, wenn (d,,d,) kein Element von MS’ 
enthält). Jedes Intervall (c,,c,) enthält ein Element d von M und daher 
auch ein Element von R. Nach dem vorangehenden enthalten verschiedene 
Intervalle (c,,c,) verschiedene Elemente von R. Die Mächtigkeit der Menge 
der Intervalle (c,,c,) kann daher nicht größer sein als R=N,. Zusammen- 
fassend können wir daher sagen, daß 

a) jedes Element von D in einem Intervall (c,,c,) von M |iegt, 

b) ın jedem Intervall (c,,c;) höchstens 8, Elemente von D liegen, 

c) die Mächtigkeit der Menge dieser Intervalle (c,,c,) kleiner oder 
gleich N, ist. 

Die Mächtigkeit von D ist daher höchstens gleich N,8,—N,, und 
damit ist Satz E) bewiesen. 

Daraus schließen wir aber unmittelbar, daß 

F) MS) in sich dicht ist. 

In der Tat, jede Umgebung eines beliebigen Elementes m von 
MS enthält sicherlich noch ein Element von Mr); diese Umgebung 
enthält nämlich — als Umgebung eines Verdichtungselementes N,-ter Ord- 
nung — eine Teilmenge von M, deren Mächtigkeit größer als N, ist, und 
kann daher (auch mit Ausnahme von m) nicht aus lauter Elementen von D be- 
stehen, da — wie wir soeben gesehen haben — D< N, ist. 


4* 
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Fassen wir nun die Sätze C), D), E) und F) zusammen, so können 
wir als Verallgemeinerung des Cantor-Bendixsonschen Satzes das folgende 
Theorem aussprechen: 

G) Sei N eine Menge, die eine in N überall dichte Teilmenge von 
der Mächtigkeit X, enthält. Jede abgeschlossene Teilmenge M von N läßt 
sich aus zwei Teilen zusammensetzen, von denen der eine (P) perfekt, der 
andere aber (D) eine nicht größere Mächtigkeit als X, besitzt. Der perfekte 
Bestandteil besteht aus den Verdichtungselementen N,-ter Ordnung von M ın M. 

Durch Angabe von Beispielen läßt sich zeigen, daß bei Beibehaltung der 
Perfektheit von P die hier auftretende Mächtigkeit N, ım allgemeinen durch 
keine kleinere zu ersetzen ist. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß wir unsere Sätze möglichst all- 
gemein ausgesprochen haben; die Notwendigkeit der gemachten Voraus- 
setzungen kann nämlich durch mehr oder weniger einfache Beispiele ge- 


zeigt werden*). 


*, Die Resultate der vorliegenden Arbeit wurden in wesentlich unveränderter 
Form am 14. Dezember 1908 der ungar. Akademie der Wissenschaften vorgelegt. 
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Uber eine Anwendung der Theorie der simultanen 
linearen Differentialgleichungen auf Systeme linearer 
partieller und linearer totaler Differentialgleichungen. 


Von Herrn ZL. Wilhelm Thom£ in Greifswald. 


Die nachstehende Abhandlung schließt sich an die in Bd. 138 dieses 


Journals veröffentlichte Arbeit des Verfassers an. Der Ausgangspunkt ist 


‚dieselbe partielle Differentialgleichung erster Ordnung wie dort, nur sollen 


in derselben jetzt neben den Variablen, nach welchen die Differentiationen 
genommen sind, noch willkürliche Parameter auftreten. Diese Differential- 
gleichung wird hier ın dem einfacheren Falle einer homogenen linearen 
Differentialgleichung angewandt, um aus den Integralen derselben die Inte- 
gration eines integrablen Systems homogener linearer partieller Differential- 
gleichungen herzuleiten. Hierbei wird zum Nachweis der Existenz der In- 
tegrale ein von Mayer in Bd. 6 der Mathematischen Annalen S. 193—195 
angegebenes Verfahren gebraucht. Nachher erfolgt die Darstellung der Inte- 
grale der zusammengehörigen beiden Systeme linearer partieller und linearer 
totaler Differentialgleichungen erster Ordnung direkt aus gegebenen Systemen 
simultaner linearer gewöhnlicher Differentialgleichungen. 


1. 
Der Ausdruck 
(1.) irre 
soll ein ganzer rationaler Ausdruck sein, in bezug auf die qg und p nicht höheren 
als zweiten Grades, in bezug auf die ® beliebigen Grades. Die Koeffizi- 
enten in f seien in einem einfach zusammenhängenden ein- oder mehr- 
blätterigen Bereiche 7 über der Konstruktionsebene der komplexen Variablen t, 


welcher einen fixierten Punkt enthält, für den £=0 genommen werden 
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kann, einwertige und stetige analytische Funktionen von t. Es ist eine 
Funktion W, welche von t, den qg und den ® abhängt, zu bilden, die der 
partiellen Differentialgleichung 


oW oW 8%W 
(2.) St Mt: Im U 3.+. On; dd 2. 


7 


- 0 


genügt, wo ' an Stelle von p in f (1.) gesetzt ist, und welche m will- 


04 
kürliche Konstanten enthält. 
Es wird nun folgendes System gewöhnlicher Differentialgleichungen 


angesetzt: 

dqı _Of dmn___ Of 
dt Or, dei og’ 

(3.) 

dm _ 0 dm__ AT. 

WW Tas 7" lu" Tr 

dieselben sind linear ın bezug auf die g und p und enthalten die ® in 





ganzen rationalen Ausdrücken. 

Zunächst wird die allgemeine Behandlung eines solchen Systems simul- 
taner Differentialgleichungen erörtert. Vgl. hierbei das in der Abhandlung 
des Verfassers in Bd. 138 Nr. 3 Gesagte. Das Gleichungssystem sei 


‚ds 

1 hotlusıtlest tus 
(4.) 2 
ds; 

dt botlusıt lest tl; 





seine Koeffizienten / seien ganze rationale Funktionen der » mit Koeffi- 
zienten, die in dem Kreise um den Punkt £, als Mittelpunkt mit dem Radius 
R einwertige und stetige analytische Funktionen von t sind. Die s, sollen in £, 
die von den v unabhängigen Werte s{” erhalten. Es wird —4,=2, s—s'=s, 
gesetzt. Das aus (4.) hierdurch hervorgehende Gleichungssystem sei durch 5 


bezeichnet. Aus 8 ergeben sich für die s; Entwicklungen der Form cz", 
1 


worin die Koeffizienten c!® eindeutig bestimmte ganze rationale Ausdrücke 
der v» sind. Um die Konvergenz dieser Entwicklungen nachzuweisen, wird 
das bekannte Cauchysche Verfahren auf die Differentialgleichungen des 
Systems S angewandt. An Stelle der von 2 abhängenden Faktoren der 


5 und der Faktoren der Potenzen der v» und an Stelle des absoluten Gliedes 


1 
trıtt die Reihenentwicklung von g (1-,) ‚ wo g ein positiver Wert 
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größer als der Modul jeder der genannten Funktionen auf dem Kreise um 
2=0 als Mittelpunkt mit dem Radius A’<<Rist. Für die v wird ein posi- 
tiver Wert $ größer als der Modul von v gesetzt. Der höchste Grad von 
$ sel %; die größte Anzahl, in welcher eine der Potenzen &*, &°",...& vor- 
kommt, sei r. Der Ausdruck z(&*+ &"""-+...+5)+1 sei durch ZL($) bezeichnet. 
An Stelle der s,(e=1,...4) wird die eine Variable U und dann noch bei 
den von U freien Gliedern in dem Gleichungssysteme S an Stelle von g 
der Faktor Ag gesetzt. Dadurch tritt an Stelle der A Differentialgleichungen 
des Systemes S folgende eine Differentialgleichung 
5 MED rN 


Pin aan 5 
Aus dieser folgt 

(6.) U+1l= er (1-7), Jog1l=0. 
Hieraus ergibt sich, daß die ursprünglichen Entwicklungen der s unbedingt 
konvergierende Potenzreihen (mit positiven ganzzahligen Exponenten) in 
bezug auf die Variable z=t—t, innerhalb des ganzen Kreises um ti, als 
Mittelpunkt mit dem Radius R und beliebige Werte der Variablen v sind 
(d. h. die Reihen der Moduln der Variablen und Koeffizienten konver- 
gieren). Eine solche Entwicklung kann nach Potenzen jeder der Variablen 
z und v® angeordnet und nach den Variablen in beliebiger Reihenfolge in 
den einzelnen Gliedern differenziert werden. 

Jetzt sei in einem Kreise um fi, als Mittelpunkt mit dem Radius R 

in dem Gebiete 7, in welchem die Koeffizienten der Potenzen der ® in (4.) 
einwertige und stetige analytische Funktionen von £ sind, eine Lösung der 
simultanen linearen Diiferentialgleichungen (4.) mit dem Anfangswerte 


Null ın 
(7.) pe Pe FE 
Ferner werden in (4.) die Glieder /,, (2=1,...4) weggelassen, und es werden 
von den homogenen simultanen Differentialgleichungen Lösungen genommen 
(8.) S,,3 83 +++ 8 (r=1,...2) 


mit folgenden Anfangswerten in i{,: Es sei der Aniangswert von s,,—=1 


(r=1,...ı), von allen anderen s,; gleich Null. Nun seien 


(9.) kyka,...h, 


willkürliche Konstanten. Dann wird folgende Lösung der simultanen linearen 
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Ditferentialgleichungen (4.) aufgestellt: 
Spt kisı + kesıet + +hısım 


(10.) | 92 920 + Äh 591 + ka sg + +++ + hr san 





= Sp this + heset + hısa: 
In dieser Lösung wird s,=k, für t=1t,. 

Die Lösungen s (7.), (8.) werden nun zunächst in einem Kreise in 
T um t=0 als Mittelpunkt mit dem Radius R genommen. Ein Punkt 
t, innerhalb dieses Kreises sei Mittelpunkt eines zweiten Kreises in 7 mit 
- dem Radius R,. Dann werden in diesem Kreise wieder Lösungen (7.), (8.) 
genommen mit den dort angegebenen Anfangswerten in {,. Für die k (9.) 
werden die bereits erlangten Ausdrücke der ersten Lösungen in £, gesetzt; diesel- 
ben sind unbedingt und allenthalben konvergente Potenzreihen in bezug auf die. 
Dann seien die Ausdrücke (10.) aufgestellt. Diese sind die Fortsetzung der be- 
treffenden Lösungen aus dem ersten Kreise von tüber das Gebiet i des zweiten 
Kreises für fixierte Werte der v. In gleicher Weise ist die analytische Fortsetzung 
der ursprünglichen Lösungen weiter in dem Gebiete T eindeutig zu bewerkstelli- 
gen. Die Funktionen s einer Lösung sind also einwertige und stetige analy- 
tische Funktionen von der Variablen £ in dem Gebiete T und von den 
beliebig gelassenen Variablen v. In einem um den beliebigen Punkt {, mit 
dem Radius R in T geschlagenen Kreise stellen sich diese Funktionen s 
unter der Form (10.) dar. Dabei haben die Funktionen s,, die bei (7.), 
(8.) angegebenen Anfangswerte in i, und sind Potenzreihen ın bezug auf 
!—t, (mit positiven ganzzahligen Exponenten) mit Polynomen der beliebigen 
v als Koeffizienten. Diese Reihen sind in bezug auf t—t, in dem Kreise 
mit dem Radius R und beliebige Werte der v unbedingt konvergent. Die 
k in (10.) sind ganze rationale Ausdrücke von unbedingt und allenthalben 
konvergenten Potenzreihen der v. Alle diese Reihen werden in bezug auf 
die vorkommenden Variablen in beliebiger Reihenfolge differenziert durch 
Differentiation in den einzelnen Gliedern. Der Differentialquotient einer 
Funktion nach einem der v» in dem ursprünglichen Gebiete ? in T und ın 
einem folgenden Gebiete £ genommen, welches mit dem vorhergehenden 
einen eemeinsamen Teil hat, stellt die analytische Fortsetzung dieses 


Differentialquotienten aus dem ersten Gebiete von t in das folgende dar, 
weil in dem gemeinschaftlichen Gebiete von t Übereinstimmung stattfindet. — 
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Die Wertberechnung dieser Reihen mit vorgeschriebener Annäherung 
erfolgt nach den Angaben in der Abhandlung des Verfassers Bd. 96 dieses 
Journals Nr. 17. 

2. 

Nunmehr soll unter Zugrundelegung der simultanen Differentialgleı- 
chungen Nr. 1 (3.) ein Ausdruck W hergestellt werden, welcher der partiellen 
Differentialgleichung Nr. 1 (2.) genügt und m willkürliche Konstanten ent- 
hält. Hierzu kann, wie in der Abhandlung des Verfassers Bd. 138 Nr. 4 
ausgeführt ist, die Jacobi-Hamiltonsche Methode in der Modifikation von 
Mayer angewandt werden. 

Es wird aber für die im folgenden zu machende Anwendung jetzt 
noch vorausgesetzt, daß der Ausdruck f Nr. 1 (1.) in bezug auf die p linear 
und homogen set. | 

Dann enthalten die ın der ersten Vertikalzeile von Nr. 1 (3.) stehenden 


Gleichungen 
(1.) u 
' dt ap’ dt Im 
die p nicht. Aus diesen simultanen linearen Differentialgleichungen werden 
die Funktionen g entnommen gemäß den Angaben in Nr. 1 (7.) bis (10.), 
.=m. Es wird also als Lösung von (1.) aufgestellt: 
NA=-lot ehrt fett mtm: 


(2.) J Te = Ioo T 019 F629eo FF mom: 





Im Amot CıYmı T Ca Ama t°°* 4 Om Amm ; 

wo q,, an Stelle der s,, in Nr. 1 (7.) (8.) gesetzt ist, ce, an Stelle von 
k, Nr. 2(9.) Ist f homogen in den g, so sind die Ausdrücke g,0 bis 9,0 gleich 
Null. Diese Funktionen g,, seien in einem Kreise in T um den Null- 
punkt als Mittelpunkt aufgestellt und können nach dem in Nr. 1 Gesagten 
über das Gebiet 7 fortgesetzt werden. Gemäß den Angaben in Abhandlung 


Bd. 138 Nr. 4 werden die Gleichungen (2.) nach den ce aufgelöst. Die Deter- 
of 


OP; 


minante der Faktoren der c in (2.) sei durch 4 bezeichnet. Wenn in der 


Koeffizient von g, durch a,, bezeichnet wird, so ist 
(3.) Id=, 


t 
(4.) P= / (an +24: +4m)dt. 
0 
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Das Integral P ist ein ganzer rationaler Ausdruck der v mit Koeffizienten, 
dıe ın T einwertige und stetige analytische Funktionen von t sind. Durch 
Auflösen des Systems (2.) nach den c ergebe sich 





(5.) 0, da (A — - 410) ah = Aom (dm — Ymo) en 
Der Ausdruck 
(6.) Pı Ser. + Pmän- an 


ist hier gleich Null, daher ee sich Pe = Abh. Bd. 138 Nr. 4 genannte 
Ausdruck V’ auf 

(7.) bi +Cgba +: +0,Öm: 
In diesen Ausdruck sind für die ce die Ausdrücke (5.) eingetragen, die b 
sind ‚willkürliche Konstanten. Dann sei der hierdurch hervorgehende Aus- 


druck durch 2 
(8.) CHE FRReee pe uRBeR Mr VER U uud ij 


bezeichnet. U ist ein linearer Ausdruck in bezug auf die qg und b. Die 
Koeffizienten in demselben sind einwertige und stetige analytische Funktio- 
nen von t in dem Gebiete T und von den beliebigen v. Der Ausdruck 
W befriedigt die partielle Differentialgleichung Nr. 1 (2.). Werden ın (7.) 
die b bis auf eines gleich Null, das letzte gleich 1 gesetzt, so erhält man 
die m Ausdrücke aus (5.) 


(9.) c=MW, 
als Integrale von Nr. 1 (2.); für {=0 wird 
(10.) W,= x _— 


Da nach der über f Nr. 1 (1.) hier gemachten Angabe die partielle 
Differentialgleichung Nr. 1 (2.) eine homogene lineare in bezug auf die 
Ableitungen von W nach den Variablen ? und g wird, so folgt schon aus 
elementaren Betrachtungen, nämlich aus dem bekannten Zusammenhang 
einer solchen partiellen Differentialgleichung mit den simultanen Differen- 
tialgleichungen (1.), daß durch Auflösen der Gleichungen (2.) nach den c 
Ausdrücke hervorgehen, welche die partielle Differentialgleichung Nr. 1 (1.) 
befriedigen. Bei einem Werte i sind die q in (5.) beliebig, da die Deter- 
minante (5.) nicht verschwindet. 

Der Ausdruck ZA n (5.) gebildet, enthält hier nicht die g, sondern 





nur die Variablen t ._ v. Daher wird 
aoW,_230W,_&80W, 


a dt er a9 09 EYE 




















... 
a 
_ 
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Da gemäß Nr. 1 (2.) 


oW 
(12.) ni 
ist, so ergibt sich 
aoWw, 
(13.) don 9 


Die Gleichungen in der zweiten Vertikalzeile von Nr. 1 (3.) enthalten hier 


die g nicht und werden erfüllt durch 


(14.) p,= _——, ((=1,...M) 


7 
Gemäß (10.) wird Ze für t=0 gleich 1 für r=e und gleich Null für re. 


Ir 


3. 
I. Es handelt sich nun ım folgenden :um das System partieller 
Difierentialgleichungen 
[| 02 


r 


02 02 02 
+ Agı tt re, 





ot m 
02 02 02 02 
Dee . ten; —=(0 
(1.) 1a, ua tea tr tan 0: 
3: 02 02 02 
On + Guz,T m, die Ta“ 0 
und das mit demselben zusammenhängende System totaler Differential- 
gleichungen 
'dgı =Ay dt+ a dr + Ag di ++ -+a, de,, 
(2.) | dgg = GAigg dt-+ a, dx, + GA, dx, +. +a.dız,. 
dqm= Agm At u: Amdz, 7 Agm dr, + + A,m EX, , 





worin die Koeffizienten a lineare Ausdrücke der q und ganze rationale 
Ausdrücke beliebigen Grades der x sein sollen mit Faktoren, welche in 
dem ın Nr. 1 genannten Gebiete T der komplexen Variablen t einwertige 
und stetige analytische Funktionen von t sind. 

Ein integrables System (2.) kann man in folgender Weise bilden. 

Es seien L, bis ZL, lineare Ausdrücke der g mit Koeffizienten, 
welche ganze rationale Funktionen einer Variablen » sind, und es werde 
das System simultaner linearer Differentialgleichungen 


n* 
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dq,=L, dw, 


d',=L, dw, 
(3.) | 2: 2, a Ww 





dq„= L„dw 
angesetzt. Die g werden dadurch allenthalben einwertige und stetige 
Funktionen von ® und haben Ausdrücke der Art Nr. 2 (2.) mit m will- 
kürlichen Konstanten c, die so gewählt werden können, daß in einem be- 
liebigen Punkt » die zugehörigen Werte g beliebig sind, da die Deter- 
minante Nr. 2 (3.) (4.) von Null verschieden ist. Dann sei für w ein 
ganzer rationaler Ausdruck der x mit Koeffizienten, die in dem Gebiete 7 
einwertige und stetige Funktionen von £ sind, gesetzt. Bei einem beliebigen 
Punkte t, in T und beliebigen Werten der x können den g beliebig vor- 
geschriebene Werte in werden. Es ist 
(4.) dw -dt+ date +50 de, 

Durch Kombination von a. und (4.) geht ein System wie (2.) hervor. 

Die Integrabilitätsbedingungen des Systems (2.) stellen sich be- 
kanntlich in folgender Weise dar: 

Die Differentialausdrücke in (1.) seien bezüglich durch A,(z), A, (2) 
bis A„(z) bezeichnet, die Variablen t,x, bis x, bezüglich durch 4,,4, bis 
)., die Variablen g, bis g, bezüglich durch A,,, bis A,,„. Dann bestehen 


die Bedingungen 


Pr Ö? gr 
pr — i= „N 
u hd Ak’ ER 
Or Or _ 
(6.) di, mr Vi 


Nun ist 
(7.) e” r (0 pr +r)a ih 4 Tr) - N ea = A,la,), 


daher 


Ö r 6, ir 
(8.) ee — A,(a,,) » en — 4,(a,,). 
Also folgt aus (5.) 
(9.) A,(a,)= : 4, (ar): (h,i=0,...n) 


Für den bei (3.) (4.) angegebenen Fall gelten die Relationen (9.) für be- 
liebige unabhängige Werte der x und der q und für die Werte t bei den in 
den a vorkommenden in dem Gebiete 7 einwertigen und stetigen analy- 


tischen Funktionen von t£, 
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Diese Identität der Relationen (9.) wird nun im folgenden für die 
Koeffizienten a in (1.) (2.) vorausgesetzt. 
Aus dieser Identität (9.) werden nun folgende Identitäten herge- 


leitet. Es sei 
02 


(10.) 7 lu £, (e=0,...n+m) 
E 
n+m 
(11.) u(2)= 285,7, 


gesetzt, wo die $ nur von den Variabeln A, bis A,,,„ abhängen; ferner sei 
Hm mo WO 


2 Eee in kn E RTE 

Le \0n,0., 8 we [u 4) 

gesetzt. Dann ist 
n+m 

(13.) [u.u]= =: [u (8) —%; (&no)} ArE 
Nun wird 

(14.) Iris — (yo (o=1,...m) 

&.,=0 ksr 
(15.) & RR 
| SH = l k=r J 

gesetzt. Dadurch wird 

(16.) u,(2)=4,(2). 
Ferner ist 

(17.) u,(8,)— u,;($,.) = 0 (=n+l,...n+m) 
vermöge der Identitäten (9.) und 

(18.) u, (8) — U; ($,,) = 0 en 
gemäß (15.). Daher ist 

(19.) [ww] =0. (h,i=0,...n) 
Nun sei der Ausdruck 

n-+m 
(20.) = Uxe re F,; (Ay; Er Anzm ELDER EEE N 4m) 


gesetzt. Dann geht (19.) in folgende Relationen über 
oF, OF), "*tr/OF,OF, OF,OF, 
und, au aut an 
Diese sind also identisch erfüllt für die Variable z in ,,, bis n,;„; 
für die beliebigen Variablen A, bis ,,„ und für die Variable 4,=t in dem 
Gebiete T. 
II. Es wird im folgenden gezeigt werden, daß für das System (1.) 
unter der oben nach (9.) gemachten Voraussetzung m Lösungen z, bis z,, 





(h,i=0,...n) 


hervorgehen durch Auflösen eines Gleichungssystems 
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H=kotckı tr tonhm: 
9, = ka + 6, Ägı + or + Cukom : 


(22.) 





Im kn r C, ku x Hann 5 On RE 
nach den c, dessen Determinante D= F+k,,ka:--k 


mm 


wo die k.„ In einem Kreise um i, als Mittelpunkt in dem Gebiete 7’ und 


nicht verschwindet, 


beliebigen Werten x ganze rationale Ausdrücke von unbedingt konvergenten 
Potenzreihen (mit positiven ganzzahligen Exponenten) in bezug auf t—1, 
und die x sind. Es wird also 

(23.) 2,=0,- (e=1,...m) 
2, ist linear in bezug auf die q mit Koeffizienten, die, wie später nachge- 
wiesen werden wird, die Beschaffenheit der k,, haben. Nun ist 


, n-+m 02 
(24.) d2= 2: EFF 


Hieraus entsteht vermöge des Systems (1.) 

(25.) dz = zZ: 5 Id — (a, dti+ a,da, ++ a,dz,))- 
Der Koeffizient von k, in D sei durch x, bezeichnet, dann folgt aus 
(22.) u DB. also ist die Determinante F + . gleich D', Werden 


ÖQ. D’ om. Ö (m 
in (22.) die e Konstanten gleich gesetzt, so geht aus (23.) und (25.), da 


dz=0 ist, hervor, daß die Ausdrücke (22.) das Gleichungssystem (2.) erfüllen. 





Irgendeine Lösung des Systems (2.) in 2, (23.) eingesetzt, macht 


nach (25.) dz,=0, also 2,=e,, wo c, konstant; diese Lösung ist also in 


(22.) für g, bis g, enthalten, A die ce konstant sind. 

Das System der g, bis g, (22.), worin die ce willkürliche Konstanten sind, 
bildet also die Gesamtlösung des Systems totaler Differentialgleichungen (2.). — 

Die 2, (23.) haben für t in einem Kreise um i, als Mittelpunkt ın 
dem Gebiete T und für beliebige x und g die Form von unbedingt kon- 
vergenten Potenzreihen (mit positiven ganzzahligen Exponenten) in bezug 
auf t—t,, die x und q. 

Eine unbedingt und für beliebige Werte von 2, bis 2, konvergente 
Potenzreihe sei w(2,,22,...2,), so erfüllt » das Gleichungssystem (1.). 

Andererseits sei (2(t—ty, Q1>++- Amy Lis.++%,) eine unbedingt konver- 
vente Potenzreihe in bezug auf t—t, für t in einem Kreise um 4, als 
Mittelpunkt in dem Gebiete 7 und für beliebige qg und z, und es sei 22 




















LE ES 
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eine Lösung des Systems (1.). Die Variablen g werden durch (22.) aus- 
gedrückt, wo die c,=2, Lösungen von (1.) sind. Hierdurch gehe aus 42 
hervor @(2,...2,1,2—tly, £ı,...%,), wo dann w eine unbedingt konvergente 
Potenzreihe in bezug auf beliebige 2 und x, und t—t, für Werte ? in 
dem betreffenden Kreise. Die partiellen Ableitungen von »& nach den als 
unabhängig voneinander betrachteten 2. (ü=1l,..m), eu =%,, 


%&=h, (a=1,...n) seien durch (=) er bezeichnet. Dann ist 


» \91, 
= 0@\ 92, IO\O m, (0w 
(26.) }. 3993 ie ..+ (2 Zm d 3: + E z). (e=0,,:.9) 
pn LE . o\ 6 i OW@N\GO 2, 


ie, EI O2, ar 


Werden diese Ausdrücke in das System (1.) eingesetzt, so folgt aus der 


Ö zu’ 0 u 





ersten Gleichung (e)=0 für unabhängige Werte z und z, da die q in 

(22.) beliebig sein können. Daher enthält » nicht mehr t—t,. Aus der 

zweiten Gleichung (1.) folgt (Ze —-0 für unabhängige Werte der z und 
1 


der übrigen x. Daher enthält »® nicht z, usw. Es bleibt eine unbedingt 
und allenthalben konvergente Potenzreihe der 2, und es ist Q—=w(2,,22,...2,)- 

III. Wenn die Koeffizienten a, in (1.) nicht homogen in den g 
sind, so seien die homogenen Teile derselben durch b,, bezeichnet. Das 


System 
dd dt+b, dat. +b,. de,, 


dg =ba dt+b,, dan, +: +b,. dx,, 
(28.) all ee; 





dqn= dom dt+bmdr +: + bmd, 

wird dann durch die m Ausdrücke (22.), worin die k,o;XKo, bis ko weg- 
fallen, erfüllt, da die ce willkürliche Konstanten sind, also das ursprüngliche 
System (2.) schon durch ,=k, bis 9, = ko erfüllt worden ıst. 


4. 

Auf das System Nr. 3 (1.) wird nun, um eine Lösung desselben zu 
erhalten, ein Verfahren angewandt, welches Mayer (Math. Annalen, Bd. 6, 
S. 193 bis 195) angegeben hat; vgl. auch die Darstellung des Mayerschen 
Verfahrens bei Goursat: Vorlesungen über partielle Diiferentialgleichungen, 
deutsch von Maser, S. 165 bis 168. Mayer hat seine Methode für ein 
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allgemeineres System partieller Differentialgleichungen vermittelst der von 
ihm modifizierten Jacobi-Hamiltonschen Integrationsmethode gebraucht. 
Hier, wo homogene lineare partielle Differentialgleichungen vorliegen, wird 
das Verfahren wesentlich einfacher. 


I. In dem System Nr. 3 (1.) sei 


02 02 02 
(1.) mtr tm Alb mar Gender de) 


1 
(r=0,...n) 
gesetzt. Nun wird die Substitution 


(2.) z —=tiu, Bil, tu, 
vorgenommen. Die Funktion z von £, 915... Qms Ei ++% 

(3.) 15 7 "PRDPE DIRE TOere 2 1 
die in einem Kreise der Variablen 2 um den Nullpunkt als Mittelpunkt 
eine unbedingt konvergente Potenzreihe (mit positiven ganzzahligen Expo- 
nenten) in bezug auf die Variable i und in bezug auf die beliebig gelassenen 
Variablen g und x sei, geht durch diese Substitution in 

(4.) Fllen es ie) 
über für £ in demselben Kreise und beliebige Werte g und « bei der un- 


bedingt konvergenten Potenzreihe V. Es wird 
oV 0 
(5.) 3: "3 t, 
oV 02, 02 
2 ETF RE Te +5 


Es seı ferner der Ausdruck 


oV OV 


(7.) Ft, 93:2: (ms lıser tun, dq,’ dm ar MR 
=H,\t, 9 3-.-Qms Use ln, I se a 
( qı q 1 og Ö qm 


gesetzt. An Stelle des Systems Nr. 3 (1.) tritt nun das System 


2 H+wH,+---+w,H,=0, 


R oV 
tt h=0, ... ——— t+tH,=0. 


(r=0,...n) 


(8.) 





OU, 
Der Ausdruck 


(9.) H+wHt: 
und die Ausdrücke 
(10.) tH,, tH,, ... 
oV 


sind linear und homogen in bezug auf u“ bis 7 mit Faktoren, welche 
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linear in bezug auf die g, ganze rationale Ausdrücke in bezug auf die « 
sind, deren Koeffizienten als einwertige und stetige analytische Funktionen 
von t in dem Gebiete T auftreten. Diese Faktoren sind homogen in 
bezug auf die g, falls dasselbe bei den Faktoren a, in Nr. 3 (1.) der Fall ist. 





II. Es sei 
HM, -+uH, bee +H,=f(t,9 TEE DA VEBER TO = a 
(11 ) o Ogm 
"10V 
4 Ps (a=1,...m) 
gesetzt. Die partielle Differentialgleichung 
(12.) Sr +f=0 


wird nun nach Nr. 2 behandelt, u u, wo dort » steht. Man erhält aus 


Nr. 2 (9.) m Integrale 

(13.) V=W,. (W )ı=0= 9: (e=1,...m) 
Dieselben sind linear in bezug auf die g und werden zunächst in einem 
Kreise um 2=0 als Mittelpunkt in dem Gebiete 7 bei beliebigen Werten 
der u genommen. Für 2=0 sind dieselben unabhängig von den u, daher 
(vgl. Nr. 1 in betreff der Differentiation) 


(14.) IE —=(, FT 


Wird also V=W, in (12.) eingetragen, so folgt, da f homogen und linear 
in bezug auf die 9 ist, 


























oW. , 818, of oW._ 
x EIS 7 TOumear 7 >7 
Hieraus ergibt sich durch Differentiation nach «, (vgl. Nr. 1) 
| 090%, of 20W, od 9 oW|, 
as) jor Om Fon am am FO Fön öm Om 
‚2m 2 a |,,.,M o I _, 
| 9 ow Op, Im 9 Om 
Daher folgt (da > u die p nicht enthält) 
20, of 9 0W, 1 9 0m, , d_ 
(17.) ot 9 + 52.5% ou, mE OPm gm 5a en 


wo Z die partielle Ableitung von f nach w, ist, die entsteht, wenn in 


ti» Qis +++ ms Urser- Uns Pis-+ 2m) die Variabeln t, die g, die w und p als unab- 
hängig voneinander betrachtet werden. Jetzt werden in (17.) für die q, bis q, die 
Funktionen von t aus den Differentialgleichungen Nr. 2 (1.) gemäß Nr. 2 (2.) 
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er siehe Nr. 2 bei (11.)), so ergibt sich 


genommen (über p ini 
"Hg 


(18.) 


t 
19. nm a je1,..n 
(19.) tr Sam 6=1,...n) 


Ill. Um nun den Zusammenhang der Differentialgleichung (12.) für 
V=W, mit den übrigen Differentialgleichungen in dem Systeme (8.) her- 
zustellen, werden die aus der in Nr. 3 nach (9.) gemachten Voraussetzung 
folgenden Identitäten Nr. 3 (21.) herangezogen: 
oF, OF, , "tr /OFr OF; OF; 
ou 0% = On; 04, 3)” 26 
In (1.) und (7.) sind nach den ne wenn aus Nr. 3 die Variablen 
s | oV 

L= ho; Lo =tu,—ÄA, (o= l,...n), = hnto (oe = 1, Mm) 5,, ne lP= l,...m). 
Nun folgt aus (7.) für e=1,...n 

(21.) 
und für e=n+tl,...n+m 

(29.) OF, 06H, OF,_oH, 


0, 04,’ dm 9m 
Daher entsteht aus (20.) 
OH, a OH,„otH, OH„OtH, 


(,h=0,...n) 


(20.) 

















n+m OH, OtH, OH,OLH,; 
TAN I Di u e. 


9H, , „OH OH, 
tee 


re a 9 ou; ’ 
mit derselben Bedeutung wie in (18.). Ferner ist gemäß (7.) 


oH, oOF,, or, 
Kur ox, nr an 


of 
OU; 
(26.) 





(27.) 


Aus (23.) bis (27.) ergibt sich nun 


SH, Of ‚"tm,ofotHı Of OH, 
(28.) Du tz 5 m) 





RR ie. 
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Für V ın dieser Identität wird W, gesetzt, dann werden für die 4, (e=n+1, 
...n+ m) die Integrale Nr. 2 (2.) aus den Differentialgleichungen Nr. 2 (1.) 


genommen, wodurch sich für die 7, -. die Differentialgleichungen Nr. 2 (13.) 
ergeben, also 
of di, of _dn, 
29.) ni” u 
Dadurch entsteht aus (28.) 
d of 
(30.) at) — u” 
Demnach ist 
t 
2 
(31.) Lu En dt. 
Dies mit (12.) verbunden gibt 
(32.) Et +iH,=0. (el ,...n) 


Hier sind die g die Funktionen Nr. 2 (2.) von t. Da aber einem Werte t 
beliebige Werte qg zugeordnet werden können bei beliebigen Werten u wegen 
der Willkürlichkeit der Konstanten c, so gilt die Gleichung (32.) für die 
Werte £ ın dem angenommenen Kreise und für beliebige Werte qg und u. 
W, erfüllt also das System (8.). 


5. 

An Stelle der durch die Substitution Nr. 4 (2.) eingeführten Variablen u 
sınd jetzt wieder die ursprünglichen Variablen x zunehmen, die beliebig vonein - 
ander unabhängig und unabhängig von £ sein sollen, also namentlich bei t=0. 

Aus den simultanen linearen Differentialgleichungen 





[aa _ °1 
dt op’ 
(1.) 
dqm _ Of 
de om’ 


wo f der Ausdruck Nr. 4 (11.) ist, waren gemäß den Angaben ın Nr. 2 
(2.) (statt der v dort jetzt hier w gesetzt) die qg ın einem Kreise um ?=0 
als Mittelpunkt in dem Gebiete T entwickelt. Diese g, sind 

9 = A + 9191 Fr Cm Im: 

(2.) : 
Am Amot € Imı t '** tr Om Imm 





6* 
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WO 9. die in Nr. 2 bei (2.) angegebenen Anfangswerte 0 oder 1 hat. Die 
Funktionen 9, bis 9,0 erfüllen das Gleichungssystem (1.); die Funktionen 
Yır PIS Gr (r=1,...m) sind Lösungen des Systems (1.), in welchem die 
Glieder die von den g unabhängig sind, wegbleiben. Jedes solches 9, hat 
eine Entwicklung der Form 
(3.) Ci + Zum 0, 

wo die Cop Konstante in bezug auf u, die c,.» Polynome der u sind. Die 
höchste Dimension der uw in c,. ist nicht höher als e. Dies ergibt sich 
in folgender Weise. In den Koeffizienten a, in dem Systeme Nr. 3 (1.) 
ist der Faktor eines g, bezüglich das von g freie Glied, ein Polynom der x 
mit Koeffizienten, die Potenzreihen in bezug auf ti (mit positiven ganz- 
zahligen Exponenten) sind. Wird x,=tu, (Nr. 4 (2.)) gesetzt, so entsteht 
ein Polynom der % und jedes Produkt der % von der Dimension wu ist 
mit 2*w multipliziert, wo w eine Potenzreihe von £. In f Nr. 4 (11.) ist 
der Faktor eines g, bezüglich das von g freie Glied, ein Polynom der u 
und jedes Produkt der % von der Dimension « ist mit einer Potenzreihe 
von £ multipliziert, welche wenigstens mit {“! beginnt. Also hat dieser 
Faktor von g, bezüglich das von g freie Glied, eine Entwicklung der Form 


ne) 


9 t', wo g, ein Polynom der « ist, dessen höchste Dimension nicht höher 


als +1 sein kann. Wird eine Lösung von der Form 4-2 hut (e=1,...m) 


in das System (1.) oder dasjenige, in welchem die von den g freien Glieder 
wegfallen, eingesetzt, so ist h,, ein Polynom der u, dessen höchste Dimen- 


sion nicht höher als & ist. Denn dies gilt für h,,, wenn es für die vor- 


hergehenden Ah, A<e (e=1,...m) galt; die h,o dd aber konstant in be- 
zug auf u. 

In den 9, in (3.) wird nun jedes % mit 2 multipliziert, so gehen 
dieselben in Potenzreihen in bezug auf t über mit Faktoren, die Potenz- 
reihen in bezug auf die x sind (alle Potenzen mit positiven ganzzahligen 
Exponenten). Diese Reihen konvergieren, solange i nicht gleich Null ist, 
nach Nr. 1 unbedingt für ti in dem angenommenen Kreise um {=0 und 
für beliebige x, und daher auch für {=0. Die auf diese Weise aus den 
Ya In (3.) hervorgehenden Reihen seien durch g/, bezeichnet und können 
(vgl. Nr. 1) nach den Variablen in den einzelnen Gliedern differenziert 
werden, 








i 
? 
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Die Determinante der g (2.) Z + 9,1 922° ** 9. wird entsprechend e” Nr. 2 
(3.) (4.) gebildet. Der dort unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck 
ist hier ein Polynom der «, und jedes Produkt der « von der Dimension 
u ist gemäß dem oben Gesagten mit einer Potenzreihe von it multipliziert, 
welche wenigstens mit {“=" beginnt. Durch die Integration nach £ beginnt 
dann dieser Faktor mit {“. Wenn also tu=xz gesetzt wird, so geht ein 
Polynom der x hervor P’ mit Potenzreihen in bezug auf t (mit positiven 
ganzzahligen Exponenten). e” ist die Determinante I + 91,32°**Qm- 

Das an Stelle von (2.) tretende Gleichungssystem 
H=m t+alat' tm Gm 


(4.) 





| Im Imo + Cı Imı + **°+ Cm Irmm 

sei nach den c aufgelöst. Wird in dem Ausdruck von c, für die z wieder 
tu gemäß Nr 4. (2.) gesetzt, so entsteht der aus (2.) hervorgehende Aus- 
druck ,=W, (Nr. 4 (3.)); daher erfüllt der aus (4.) hervorgehende Aus- 
druck von c,=2, für die Werte t in dem angenommenen Kreise, zunächst 
solange i nicht gleich Null ist, dann wegen der Stetigkeit auch für t=0, 
und für beliebige & und g das Gleichungssystem Nr. 3 (1.). Denn die 
linke Seite dieser Gleichungen geht durch die Substitution 2=tu Nr. 4 
(2.) in die linke Seite des Systems Nr. 4 (8.) über, diese Gleichungen 
abgesehen von der ersten mit £=' multipliziert, welches System durch 
c,=W, erfüllt wird. 

Um nun die Funktionen c,=2, aus (4.) weiter zu behandeln, wird 
der in Nr. 3 II angegebene Zusammenhang des Systems Nr. 3 (1.) mit 
dem System Nr. 3 (2.) herangezogen. 

6. 

Das in Nr. 3 II angekündigte Gleichungssystem (22.), aus welchem 
die Größen (23.) 2,=c, hervorgehen, ist das in Nr. 5 (4.) aufgestellte für 
t in einem Kreise um den Nullpunkt als Mittelpunkt in dem Gebiete T. 
Nach dem in Nr. 3 II Gesagten sind also die g, bis q,„ aus Nr. 5 (4.) die 
Lösung des Gleichungssystems Nr. 3 (2.) bei beliebigen konstanten Werten der c. 
Nach den Angaben aus Nr. 3 III erfüllen die 9, bis g/, aus Nr. 5 (4.) das 
Gleichungssystem Nr. 3 (2.); die Ausdrücke der g’ Nr. 5 (4.), worin die g/, bis ,.0 
weggestrichen sind, erfüllen das Gleichungssystem Nr. 3 (2.), wenn in den 
Koeffizienten a,, desselben die von den g freien Glieder wegfallen. 
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Nachdem die Existenz dieses Gleichungssystems Nr. 5 (4.) nachgewiesen 
est, geschieht nun die wirkliche Herstellung desselben direkt aus dem System 
Nr. 3 (2.). 

I. Der ın den g homogene Teil eines Koeffizienten a,, Nr. 3 (2.) 
war ın Nr. 3 III durch b,, bezeichnet. Nun wird das System 

dq, = bu, dt+buda, +++ b,1dr,, 


1 dp =be dt +bndr +. +b.dı,, 


Am domdt+ bmdzı + + dm dr 
behandelt; demselben genügt aus Nr. 5 (4.) 
(2.) = Gr» = er> +: Im Im: Fl...) 
In diesen Funktionen werden die x konstant gelassen, so sind die Funk- 
tionen (2.) eine Lösung der homogenen simultanen linearen Differential- 


gleichungen 
dg=budt, 


(3.) dge=budt, 





dgm = domdt. 

Dieses System wird nach den Angaben in Nr. 1 behandelt (hier m statt 4, 
hier x, wo dort v). Das System (3.) sei das System Nr. 1 (4.), wo dort 
die Z,, bis Z,, wegfallen. Es werden die Integrale Nr. 1 (8.) mit den dort 
angegebenen Anfangswerten in {=0 in einem Kreise um t=0 als Mittel- 
punkt in dem Gebiete T entwickelt. Dieselben können nach den Angaben 
in Nr. 1 für das Gebiet 7 fortgesetzt werden. Man erhält für g, bis q,, (3.) 
die Gleichungen Nr. 1 (10.), in welchen die sj9, $30;+.-530 wegfallen. Die 
k in diesen Ausdrücken sind hier die Größen (2.) für =0 und dies 
sind nach Nr. 5 (4.) unbedingt und allenthalben konvergente Potenzreihen 


der &. Dieselben seien durch 
(4) . Pas Pas «+ dk 


bezeichnet. Nun wird in (1.) {=0 gesetzt; die Koeffizienten b,, sollen 
dadurch in b,, übergehen. Die Ausdrücke (4.) erfüllen dann das System 
(dq, = buda, +byday + +bu,da,, 


dg, = bi,da, +bada, + + bi.dz, , 


mn 
a 
nt 





dq„=bi„dr + band; + +b/de,. 
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Wird in den P (4.) x, bis x, konstant gelassen, so sind dieselben eine 
Lösung der homogenen simultanen linearen Differentialgleichungen 
(dq, = bu da, 


(6.) 41. = Di dx,, 





dq„=bimdt 
Diese werden in derselben Weise, wie vorhin, nach Nr. 1 behandelt. Die 
Integrale Nr. 1 (8.) mit den dort angegebenen Anfangswerten in 2, =0 
werden bei x, entwickelt; dieselben sind unbedingt und allenthalben kon- 
vergente Potenzreihen in bezug auf x,, 23,...%,. Die k in den Gleichungen 
Nr. 1 (10.) (wo die s,. bis s,, wegfallen) sind die Ausdrücke der P (4.) 
für z,=0, und dies sind unbedingt und allenthalben konvergente Potenz- 
reihen in bezug auf z,,...2,. Dieselben seien durch 

(7.) Be a (r=1,...m) 
bezeichnet. Um dieselben zu ermitteln, wird in (3.) &,=0 gesetzt; die 
‚dadurch aus den bj, hervorgehenden Ausdrücke seien durch b/, bezeichnet. 
Die Ausdrücke (7.) erfüllen das System 
ag bi dnn+...+bi de, 


49, = bi day+..-+bhda,, 
(8.) 





dqn=bindag+ + bida,. 

Wird in den P’(7.) x, bis x, konstant gelassen, so sind dieselben eine 
Lösung der homogenen simultanen linearen Differentialgleichungen 

'dg, =by daz, 





„ 
dqn= bzm dt. 
In dieser Weise ist fortzufahren. Zuletzt bleiben m Funktionen, die nur 
von x, abhängen, zu bestimmen, welche dem System 
'dq, =b4 dz,, 


dg, = dz,, 
(10.) Be 





d qm = bimd X, 


genügen, wo die Größen bi) bis 5% aus den b,, bis b,„ hervorgehen, wenn 
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t=m ==. =1_1=0 gesetzt sind. Die gesuchten Funktionen 
(11.) I 
werden, wie oben durch die Gleichungen Nr. 1 (10.) gegeben (wo die s. 
bis s;, wegfallen), wo die k die Werte der ? (11.) für x,=0 sind. Dies 
sind Konstante 
(12.) mr A (r=1,...m) 
Die Werte dieser Konstanten gehen aus den g,, bis g,, (2.) hervor für 
===. =7,=0, und diese erfolgen aus den g,, bis 9, Nr. 5 (2.) für 
t=uW=+=W=0. Es ergibt sich 
(13.) M=1,kl’=0 rZ2s. 
II. Die Determinante der Funktionen (2.) für r=1,...m 
(14.) = + g1 Rz" Im D 
ist das Produkt der Determinanten der aufgestellten Fundamentalsysteme 
von Lösungen der homogenen simultanen linearen Differentialgleichungen 
(3.) (6.) (9.) usw. (10.). Diese Determinanten werden nach Nr. 2 (4.) 
gebildet. 
In (3.) seien in den die g linear und homogen enthaltenden Aus- 
drücken b,, bis by, die Faktoren der qg in der Hauptdiagonale durch ß, 
bis 5, bezeichnet. Dann wird der Ausdruck 


t 


(15.) S Ba+Bet + Bm)di 


0 


gebildet. In (6.) seien in den Ausdrücken bj, bis b)„ die Faktoren der q 
in der Hauptdiagonale durch /, bis £/, bezeichnet. Dann wird der Ausdruck 


071 


(16.) S(&+B+--+Bu)da, 
0 
gebildet, usw. bis zu dem Gleichungssysteme (10.) 


) 


(17.) S BP+BP+ + PP)da,. 


0 
S sei die Summe von (15.) (16.) usw. bis (17.). S ist ein ganzer rationaler 


Ausdruck der & mit Koeffizienten, welche in 7T einwertige und stetige 
analytische Funktionen von it sind. Für i=2,=1,= + -=r2,=0 ist S=0. Die 
Determinante (14.) ist 
(18.) D=e°. 
III. Die Teile aus Nr. 5. (4.) 
(19.) h=Go» PB= Pos ++ Im Imo 
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erfüllen das Gleichungssystem Nr. 3 (2.) 
dg, = Ay dt+a,daz, +. +a.de,, 


20.) | dg =Agdt+Qaadt, +: +a.de,, 


dgn = ApmAt+ Aandzıt + amdR- 
In den g’ (19.) werden die x konstant gelassen, so sind dieselben eine 





Lösung der simultanen linearen Differentialgleichungen 
(dg, = Ay dt, 


40, = Ga 68, 
(21.) ne 





dg„= Amt. 

Dieses System wird wie Nr. 1 (4.) behandelt. Es sind jetzt die 
Integrale Nr. 1 (7.) aus dem System (21.) zu entwickeln in einem Kreise 
um 2=0 als Mittelpunkt in dem Gebiete 7. Die Integrale Nr. 1 (8.) sind 
bereits für das System (3.) aufgestellt. Die Fortsetzung der Integrale 
Nr. 1 (7.) für das Gebiet von 7 geschieht nach Nr. 1 

Die Funktionen g’ (19.) treten unter der Form Nr. 1 (10.) auf, 
wo die k die Ausdrücke der g’ für {=0 sind. Diese Ausdrücke sind un- 
bedingt und allenthalben konvergente Potenzreihen in bezug auf die x. 
Dieselben seien durch 

(22.) 7ER RR © 
bezeichnet. Wird in (20.) =0 gesetzt, wodurch die a, in a}, übergehen 
sollen, so erfüllen die ® das System 
dy =a,dn t+aydrz + +a.da,, 


(23.) | 49, = dr, +QgdR, ++ Aydz,, 





dq, zu Om dx, + Oam dxz +++ Um dz,. 
Hier werden z, bis x, konstant gelassen; dann sind die Q@ eine Lösung der 
simultanen linearen Differentialgleichungen 
/ 
(dq, — dyı da, 


d — (/, dz,., 
(24.) | BR RENN 





Am=amdz. 
Diese werden wieder nach Nr. 2 behandelt. Die Integrale Nr. 1 (7.) sind 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 1. 7 
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aufzustellen; dieselben sind unbedingt und allenthalben konvergente Potenz- 
reihen der z, bis z,. Die Integrale Nr. 1 (8.) sind für das System (6.) 
aufgestellt. Für die Q treten die Gleichungen Nr. 1 (10.) auf. Die %k sind 
die Ausdrücke der Q für &,=0, unbedingt und allenthalben konvergente 
Potenzreihen in bezug auf z, bis &,. Dieselben seien durch 

(25.) Mr Br +. Om 
bezeichnet. a, gehe durch z,=0 in a, über. Die @’ (25.) genügen dem 


Gleichungssystem 
dq = düg+:: +4 dz,, 


dg, = 05 da, + ta, de,, 
(26.) ig i 





A gm = An AL + + al, de,. 

Wenn in Q’ die x, bis x, konstant bleiben, so sind die Q@’ eine Lösung 
der simultanen linearen Differentialgleichungen 

lau = Gy dx,, 


dq, = au dz,, 
(27.) | 4 22 U X, 


| dq„ = a; d2z. 
In gleicher Weise ist fortzufahren. Es treten zuletzt die Gleichungen 
[dg, = an da,, 
de = ag AR; 


(28.) 





dq„= aM dz, 

auf, wo die af, aus den a,, hervorgehen, wenn t= 7, =1%= +" =2,_,= 0 gesetzt 
ist. Es werden die Integrale Nr. 1 (7.) entwickelt, dieselben seien hier durch 

(29.) a as 6 Me 

bezeichnet. Die Integrale Nr. 1 (8.) sind bereits bei (10.) aufgestellt. Die 
gesuchten Funktionen von z, werden durch Nr. 1 (10.) gegeben, worin die 
k Konstante sind. Diese Konstanten sind die Werte der 91 bis 9,0 für 
t= ==. .=7,=0, und dies sind die Werte der 9, bis 9,0 Nr.5 (2.) für 
t=W=++"=u,=0. Diese sind Null. Daher sind die zuletzt gesuchten Funk- 
tionen die S, bis So (29.). Diese können aber auch Null sein. Dieser 
Fall tritt ein, wenn die Gleichungen (28.) homogen in den g sind. Derselbe 
Fall kann auch schon vorher bei Gleichungssystemen wie (26.), (23.), (20.) 





F 
F 
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eingetreten sein. Sobald man auf ein in den g homogenes System totaler 
Differentialgleichungen stößt, sind die diesem Gleichungssysteme genügenden 
Ausdrücke (25.), (22.), (19.) Null. Denn bei Fortsetzung des Verfahrens 
fallen die Integrale Nr. 1 (7.) weg, dabei zuletzt die Größen (29.). 


7. 


Das Gleichungssystem Nr. 3 II (22.) ist jetzt durch die Entwick- 
lungen ın Nr. 6 hergestellt für £ in einem Kreise um £=0 als Mittelpunkt 
in dem Gebiete 7 und für die Fortsetzung desselben über das weitere Ge- 
biet von T. Die Determinante D ist Nr. 6 (18.) angegeben. Durch Auf- 
lösen dieses Gleichungssystems nach den c erfolgen die Funktionen z, 
(o=1,...m) Nr. 3 (23.). Dieselben sind damit auch für das Gebiet 7 her- 
gestellt. Der Differentialquotient von z, nach einer der Variablen g oder 
z in einem ersten Teile von 7’ und in einem zweiten Teile von 7, der 
mit dem ersten ein gemeinsames Gebiet hat, ist (siehe Nr. 1) die analy- 
tische Fortsetzung bei Übergang der komplexen Variablen i aus dem ersten 
Teile in den zweiten. Von 2, war in den Nummern 4, 5 gezeigt für das 
Gebiet von £ in einem Kreise um 2=0 als Mittelpunkt in T und für be- 
liebige qg und x, daß diese Funktion das Gleichungssystem Nr. 3 (1.) erfüllt. 
Dies gilt nun durch die analytische Fortsetzung für das übrige Gebiet T. 

(Gemäß Nr. 3 II ıst dann, wenn w(2,,...2,„) eine beliebige unbe- 
dingt und allenthalben konvergente Potenzreihe der z ist und für die z 
die Ausdrücke Nr. 3 (23.) eingesetzt werden, w(2,,...2,) das allgemeine 
Integral des Gleichungssystems Nr. 3 (1.). 

Und nach dem in Nr. 3 II bei (25.) Gesagten sind jetzt die Aus- 
drücke der g, (a=1,...m) Nr. 3 (22.), wenn in diesen Ausdrücken die c 
beliebige Konstanten sind, für das Gebiet T überhaupt die Gesamtlösung 
des Gleichungssystems Nr. 3 (2.). — 








Zum Randwertproblem der partiellen Differential- 
gleichung der Minimalflächen. 
Von Herrn Ch. Müntz in Charlottenburg. 





Einleitung. 

Die Aufgabe, durch eine vorgeschriebene geschlossene Raumkurve 
die Fläche vom kleinsten Inhalt zu legen, ist in präzis mathematischer Form 
zuerst ım Jahre 1760 von Lagrange gestellt worden. 

In einer für die Entwicklung der Variationsrechnung grundlegenden 
Abhandlung*) gibt Lagrange die Gestalt der partiellen Differentialgleichung 
der ın Betracht kommenden Minimalflächen an und fügt hinzu: ‚,... la 
solution generale doit &tre telle que le perimetre de la surface puisse &tre 
choisı & volonte‘“. 

Seitdem ist durch eine Reihe von bedeutsamen Arbeiten der all- 
gemeine Charakter der Minimalflächen eingehend untersucht worden; weniger 
dagegen die erwähnte Randwertaufgabe — häufig als Problem von Plateau 
bezeichnet —, welche längere Zeit hindurch zu den schwierigsten der 
mathematischen Analysis gezählt worden ist**). 

In seiner ‚Theorie mathematique de la chaleur‘‘ (Paris 1835) gibt 
Poısson eine allgemeine Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung und erwähnt *#**) die Möglichkeit der Ausdehnung seiner 
Methoden auf den Fall der nicht-linearen partiellen Differentialgleichung 


*) „Essai d’une nouvelle methode pour determiner les maxima et les minima 
des formules intögrales indöfinies“. (Oeuvres, T. 1.) 
**, Vgl. Darboux: „Theorie generale des surfaces“, T. I, p. 424. 
rn. 191. 
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der Minimalflächen; allein er begnügt sich dort mit wenigen Andeutungen, 
ebenso wie in einer kurzen früheren Mitteilung *). 

Im Jahre 1866 gaben gleichzeitig Riemann und Weierstraß die 
Lösung für den Fall einer aus geradlinigen Teilen bestehenden Begrenzung, 
und einige Zeit darauf verallgemeinerte Herr Schwarz diese Lösung für 
den Fall einer gemischten Kette aus solchen geradlinigen Teilen und 
Symmetrieebenen der Fläche. 

Im Jahre 1885 führte Herr Schwarz in einer Weierstraß zu Ehren 
veröffentlichten Festschrift**) die Methode der sukzessiven Approximationen 
in die Analysis ein, die seither insbesondere durch die Arbeiten des Herrn 
Picard***) zu einem der wichtigsten Hilismittel zur Auflösung beliebiger 
Gleichungen geworden ist. 

Wie die hier folgenden Ausführungen dartun sollen, führt die An- 
wendung der Methode der sukzessiven Approximationen wenigstens für den 
(Poissonschen) Fall nahezu ebener stetig gekrümmter Kurven — diese 
Worte in einem weiterhin näher präzisierten Sinne verstanden — zur wirk- 
lichen Bestimmung der von solchen Kurven begrenzten regulären Minimal- 
flächenstücke. Das Ergebnis dieser Ausführungen läßt sich folgendermaßen 
aussprechen: 

Es sei eine räumliche geschlossene Kurve unter Zugrundelegung 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems durch die Gleichungen vorge- 
schrieben: 

(A) #*=z(); yYeyii); 2*’=0:+2zil); 
es seien hierbei x(£), y(t),2(t) zunächst analytische Funktionen ihres 





*) „Note sur la surface dont l’aire est un minimum entre des limites donntes“. 
(Dieses Journal, Bd. 7; 1832.) 
*) Über ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts betreffendes Problem der 
Variationsreehnung“. (Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 1.) 
***) „M&ömoire sur la th&orie des @quations aux deriv6es partielles et la m&thode 
des approximations successives“. (Journal de Math@matiques, s. IV, t. VI: 1890.) 
„Sur l’application des möthodes d’approximations successives ä l’etude de 
certaines &quations differentielles“. (Ibd., t. IX; 1893.) 
„Sur la determination des intögrales de certaines @quations lin6aires du second 
ordre par leurs valeurs sur un contour ferme“. (lbd., s. V, t. VI; 1900.) 
„Sur les &quations linscaires aux derivees partielles et la generalisation du 
probleme de Dirichlet“. (Acta Mathematica, Bd. XXV: 1902.) 
Trait& d’analyse, t. II, II. 
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Argumentes t, ferner sei beständig 


d«* 2 dy* 2 j } 
(B) (0, 


e seı ein unabhängiger Faktor, über dessen Kleinheit nach Belieben verfügt 
werden darf; alsdann läßt sich für hinreichend kleine Werte dieses Faktors & 
mittels sukzessiver Approximationen die Gleichung der entsprechenden 
regulären Minimalfläche angeben; das gleiche Resultat bleibt noch bestehen, 
falls die Funktionen z(t), y(t), z(t) nebst ihren ersten und zweiten Ab- 
leitungen allein eindeutig, endlich und stetig bleiben, die Bedingung (B) 
beständig erfüllt ist und für jede zweite Ableitung — sie möge w(t) 
heißen — die Ungleichheit*) gilt: 
vurd—-yW<C-kK;  7<u, 0<ISI, 


worin C, t,, 4 konstante Größen bedeuten. 

Die Untersuchung zerfällt in zwei Teile. 

Der erste Teil beschäftigt sich mit der Ableitung einiger Sätze aus 
der Potentialtheorie, namentlich mit der Aufstellung eines Systems von 
Ungleichheitsbedingungen für gewisse allgemeine Potentiale und ihre partiellen 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen; der zweite Teil umfaßt die 
Konvergenzbeweise für die durch das Verfahren der sukzessiven Approxi- 
mationen gelieferten unendlichen Reihen, ferner den Konvergenzbeweis für 
die Entwicklung der Lösung nach steigenden Potenzen des Parameters g; 
die gleichen Methoden lassen sich unter entsprechenden, aus dem Texte 
leicht zu bestimmenden, Bedingungen auch auf die allgemeinere Gleichung 


Ö°z , 0% 02 02 Oz Oz 0 
AFR:77; = Flayıa; dx’ Oy’ da’ dzo9y’ 543) 





übertragen. 
Anmerkung. Als ich diese Arbeit der philosophischen Fakultät der 


Friedrich-Wilhelms-Universität zu Berlin vorlegte, wußte ich, daß es Herrn 


*, Diese Bedingung trat bei der Erweiterung der Gültigkeitsgrenzen bestimmter 
Entwicklungen mehrfach auf; so in der Theorie der Fourierschen Reihen bei Lipschitz: 
„De explicatione per series trigonometricas“ (Dieses Journal, Bd. 63; 1864), ferner in 
der Potentialtheorie bei Hölder: „Beiträge zur Potentialtheorie“ (Dissertation, Stuttgart 
1882) und anderen. Wir stellen uns von vornherein auf den Boden einer solchen 
Bedingung, um sogleich die nötige Allgemeinheit zu erlangen -—— vor allem werden 
dadurch komplizierte Untersuchungen der Differenzierbarkeitsverhältnisse vermieden —, 
und wollen sie nach dem zuerst angeführten Forscher bezeichnen. 





en, 
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Prof. Korn gelungen sei, den in Frage stehenden Existenzbeweis zu führen; 
die von Herrn Korn zu diesem Zwecke benutzten Hilfsmittel waren mir 
aber nicht bekannt. 

Die betreffende Abhandlung ist seitdem publiziert worden*); da 
jedoch die Methode der Beweisführung in der vorliegenden Arbeit von 
derjenigen in der genannten Abhandlung verschieden ist, auch einige der 
hier gegebenen Resultate — z. B. die Möglichkeit der Entwicklung der 
Lösung nach Potenzen des Parameters — neu zu sein scheinen, so glaube 
ich den im folgenden gegebenen Ausführungen einigen selbständigen Wert 


beilegen zu dürfen. 


Teil I. 


$ 1. Allgemeine Bemerkungen. 

Es sei T die. Fläche eines um den Anfangspunkt eines rechtwink- 
ligen ebenen Koordinatensystems als Mittelpunkt beschriebenen Kreises vom 
Radius 1. Für alle inneren (d. h. nicht dem Rande angehörenden) Punkte 
dieser Kreisfläche möge eine eindeutige endliche stetige Funktion f(x,y) 
gegeben sein und allgemein der folgenden Lipschitzschen Bedingung ge- 
nügen **): 

(1.) 'f(@+ocosa,y+osine)—f(z,y) <C,0; O<g<g; 0<AI<L, 
worin (Ü,,0,,4 konstante Größen bedeuten. 

Es läßt sich leicht dartun, daß infolge dieser letzten Eigenschaft 
der absolute Betrag der Funktion f(z,y) auch bei der Annäherung an 
aen Rand des Bereiches T immer unterhalb einer festen endlichen Schranke 
bleiben wird; ferner, daß f(x,y) bei jeder beliebigen Annäherung an einen 
Randpunkt (z*,y*) einem eindeutig bestimmten endlichen Werte zustrebt, — 
diesen Wert werden wir als /(z*,,y*) gelten lassen und auf diese Weise 
die Funktion f(x,y) als für den ganzen Bereich T (einschließlich des 
Randes) gegeben betrachten. Hierdurch wird die der Funktion /(x,%) 
auferlegte Ungleichheitsbedingung (1.) nicht gestört. | 


*) „Über Minimalflächen, deren Randkurven wenig von ebenen Kurven ab- 
weichen.“ (Abhandl. der Kgl. Akademie der Wissenschaften, phys.-math. Kl., Berlin 1909.) 
**), Vgl. die Fußnote auf S. 54. 
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Diese Bedingung kann noch so modifiziert werden, daß sie für ein 
beliebiges e gültig wird. Die größte Differenz zweier Funktionswerte von 
/(x,y) im ganzen Bereiche 7 sei mit CO, bezeichnet; alsdann ist für 0>% 
sicherlich 


Hat ocose,y+ esina)—Ha,y) << te. 
Die größere der beiden Zahlen (©, und “ möge U heißen; nun- 


0 


mehr ist allgemein: 
\f(z+ocose,y+osine)—(z,y)|<Co; 0<e; O<A<I. 
Im ganzen Bereiche T ist e<<2, daher auch 
<2E; ((<u<A). 
Wir können somit immer annehmen, daß im strengen Sinne A<<1 ist. 


$2. Die Stellung des Problems. 

Die Eigenschaften der in $1 angegebenen Funktion f(z,y) mögen der 
Einfachheit halber durch folgende zwei Bedingungen allgemein ausgesprochen 
werden: 

2.) Ha,y)l<e; |fle+ocosa,y+gsine)—f(z,y)|<cog; 
0<o 0<A<L€, 
worin c eine Konstante ist. 

Wir betrachten nunmehr diejenige eindeutig bestimmte im Innern des 
Gebietes T reguläre Lösung der partiellen Differentialgleichung 


oV , oV 
(3.) amt EI Gr 2E 


welche längs des ganzen Randes verschwindet. 

Über diese Lösung V sprechen wir die folgenden drei Sätze aus, 
deren Beweis den weiteren Inhalt dieses ersten Teiles bilden soll: 

Satz I. Die Funktion V und ihre sämtlichen partiellen Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen sind für das ganze Gebiet T einschließlich 
des Randes endlich und stetig. 

Satz II. Die Funktion V und ihre ersten Ableitungen erfüllen je eine 
Lipschitzsche Bedingung mit dem Exponenten 1, die zweiten Ableitungen eine 


solche mit dem Ezxponenten 4. 
Satz III. Es sei 
(4.) Vlz,y=V; V(x+ocose,y+osine)=-V®(x,y)=-V®; 
VV_V-Blay)=b 











- 
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genannt. Die Beifügung eines Striches möge ürgendeine erste Ab- 
leitung kennzeichnen, die Beifügung zweier — eine zweite. Dann läßt sich 
eine endliche, positiwe, nur vom Exponenten A abhängige Zahl m so bestimmen, 
daß allgemein folgendes System von Ungleichheitsbedingungen gelten wird: 
(5.) V'<me; V’/<me; IV” <me; 

$bl<2meco; |P/| <2meco; PB’ <2megt. 

Bemerkung. Die angeführten Hilfssätze sind im wesentlichen die- 
selben, deren sich auch Herr Korn in seiner oben erwähnten Abhandlung 
bedient; die im folgenden gegebenen Beweise scheinen mir indessen den Vor- 
zug größerer Einfachheit zu besitzen, da sie nur die Kenntnis der Green- 
schen Funktion des Einheitskreises voraussetzen. 


$ 3. Explizite Darstellung der Funktion V. 

Es möge 

G (2,4; 5S,n)=@ 
die Greensche Funktion des Einheitskreises bedeuten. 

Die Fortlassung jeder Angabe über das Integrationsgebiet in den 
weiter zu gebenden Formeln möge ein für allemal bedeuten, daß die Inte- 
eration über den ganzen Bereich 7T zu erstrecken sei. 

Die gesuchte Lösung V und ıhre partiellen Ableitungen der beiden ersten 
Ordnungen lassen sich mit Hilfe der Greenschen Funktion explizit dar- 
stellen. 

Es treten hierbei uneigentliche Doppelintegrale auf, die zum Teil — 
und zwar insofern sie zur Darstellung der zweiten Ableitungen dienen — 
nicht unbedingt konvergent sind. Solche Integrale sind dann jedesmal 
im folgenden Sinne zu verstehen: um den jeweiligen kritischen Punkt 
(z,%) als Mittelpunkt wird zunächst ein Kreis (d) mit hinreichend kleinem 
Radius beschrieben, und darauf die Integration über das Gebiet T—(Ö), 
d. h. den ganzen ursprünglichen Bereich T mit Ausschluß jenes Kreises 
(d), ausgedehnt; das betrachtete uneigentliche Doppelintegral wird dann 
als Grenzwert der so erhaltenen endlichen Integrale definiert. Es ist 


demnach 
i 0°G 3 R 20 
JS re n) *3u0y dm = lim SI HE pugy Ted 


De) 


zu setzen usf.; durch Hinzufügung eines Sternes x an den Integralzeichen 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 1. > 








98 Müntz, partielle Differentialgleichung der Minimalflächen. 


möge im folgenden bei solchen uneigentlichen Doppelintegralen an die obige 
Definition erinnert werden. 

Die einschlägigen Formeln für die explizite Darstellung der Funktion 
V und ihrer ersten und zweiten partiellen Ableitungen sind in aller Aus- 
führlichkeit in einer Arbeit des Herrn Dini*) hergeleitet worden; sie gelten 
für innere Punkte des Bereiches T und lauten folgendermaßen: 


(6.) V-—,_/J HEm)-6-dedn; 
7-1 Sf pen -asan, Zu m 0 ‚asdn; 
u JM Sn) 
= lle,y a ffie, (&,n)- „ra 
male -/F 1. Dre 


Legen wir in diesen ine die Funktion 


fo(® 3 y) =1 
zugrunde, so ıst die Lösung einfach 
e+y-—l1, 
4 





a 
es gelten daher die Beziehungen: 


(7.) 


ie UlE de N Bw MEHR, 


Es in Pille für wi zweite Ableitung a Greenschen Funktion 
des Einheitskreises die für den weiteren Verlauf dieser Untersuchung funda- 


mentale Identität: 


(8.) SJ @".dedn=0. 
i * 





*, „Sur la möthode des approximations successives ete.“ pp. 202, 209. (Acta 
Mathematica, Bd. XXV: 1902.) 
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$4. Über die Greensche Funktion. 


Es mögen an dieser Stelle einige Eigenschaften der @reenschen 


Funktion @ kurz zusammengestellt werden. 


Wir bezeichnen mit (z,y) die Lage des Pols der @reenschen Funktion, 
mit ($,n7) die des variablen Aufpunktes, mit (&°,7’) die des Spiegelbildes 
von (5,7) ın bezug auf die Kreisperipherie des betrachteten Bereiches T. 
Es sei ferner r die vom Pol aus genommene Entfernung bis zum Auf- 
punkt, r’ diejenige vom Pol bis zum Spiegelbild des Aufpunktes; # 
möge den Winkel zwischen dem Vektor r und der positiven Richtung der 
X-Achse bezeichnen, #° den entsprechenden Winkel für den Vektor r’; 








schließlich möge die Entfernung vom Mittelpunkte bis zum Aufpunkt 


w heißen. 
Es ıst demnach: 
9 ) e— & Bw N . 
er Pre IF’ 
r= 8-2? +(nyP, = Ve -aP+—y; 
COS 0-:—?, COS 0 — 55; 
W = ve+ 7, 


und es bleibt beständig 
(10.) rn wW>r 

Die Greensche Funktion des Einheitskreises ist: 
(11.) @= log 


Ferner ist: 





0G cos® cos® 0G sin sin 0 











(12.) A Bee ee Tre a Zr 
Re A 4 
dıdy "lie 
0°G  cos20 cos20" G cos20  cos20 
oe rn  ’ r? 
Aus diesen Formeln folgt allgemein: 
En 
(28.) >94; WISH MI<z- 


woraufhin die Endlichkeit der untersuchten Funktionen im Innern des 
reiches 7 dargetan werden kann. 


Be- 
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$5. Auffindung oberer Schranken für |V\, V’, |V”.. 


> folgt aus den BE (7.) und (8.): 


14), // Gdsan <z 3,/) O-dsdn<y; z, II 6" .d$dn 0, 


Die Voraussetzungen für die gegebene Funktion v7 x,y) sind, wie 
hier erinnert werden mag: 
(15.) fla,y)<e, la+ocose, y+esine)— f(z,y)| <cee; 
0<p, 0<A<L. 


2 SS HEm)-@.as » 
vI<e- fa dsdu<, 


womit eine obere Schranke für ıIV| geliunden u: 


Es ıst nun: 


(16.) 


Wir dürfen ferner schreiben: 


17.) = te Hz: dsdn— . Veoh (z,y)]- = G dedn. 


Das erste der beiden hier auftretenden Integrale*) ist leicht ab- 


zuschätzen; es ist: 
| fa) (LOG ze1.l_. |1 ([(96 1 
(18.) Be; N 5, 1edn<e ,, Sl 5, -dsan <ze: 


Zur Abschätzung des zweiten betrachteten Integrals ersetzen wir 
die einzelnen Faktoren durch die Höchstbeträge ihrer absoluten Werte, 
führen Polarkoordinaten mit dem Pol (x,y) als Mittelpunkt ein und 
nehmen statt jedes Vektors nach dem Rande den größtmöglichen Vektor 2; 


wir erhalten dann: 


(19.) - Re Siem (5,n)—f(x,y)]- Au „ddn<,, af er —.rdr<Be. 


Die Zusammenfassung der beiden Resultate ergibt eme 


| oV 
obere Schranke für Au welche aus Gründen der Analogie auch für 55 
| 
eültig bleibt; wir haben somit 
; 17 
(20.) ıV 2; 


Es sei jetzt an die Fundamentalformel (8.) erinnert; wir dürfen 


schreiben: 


%) Diese Akkäremg für „Doppelintegral“ möge gestattet werden. 

















TRETEN ee er een ” 


En 


N aacinae ’ 
a ni a mie rap 
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EEE 


dien 


ET FRE N en © BEA gm nei. ns) ne En = 
777 Ran Bar er ae >> 
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a TUE D-IEN] oe dsdn, 
." 
Peint gt or füof er? rdr<gct 0<gg6 
die gleiche Schranke sılt für me | und a fortiori für | Jean es ist also 
allgemein: 
(22.) u” u N 


$6. Beweis der Hilfssätze I und II für V und V”. 

Es möge neben dem einen Pol (z,y) eın beliebiger zweiter betrachtet 
werden: (+ _cosa, y-+osin«a). Aus den gefundenen Schranken für die 
absoluten Beträge der ersten und zweiten Ableitungen der Funktion V 
folgt ohne weiteres*): 

V(z+ocose, y+osine)—V (z,y) <17cg; 
V’(o+ geose, y+ gsine)— V’ (z,y)<Teg. 

Diese Ungleichheiten enthalten den auf die Funktionen Y und V’ 
bezüglichen Teil des Satzes II (vgl. S. 56); nach den allgemeinen Bemer- 
kungen des $ 1 ist nunmehr für diese Funktionen auch das reguläre 
Verhalten auf dem. Rande gesichert, womit der entsprechende Teil des 
Satzes I bewiesen ist. Schwieriger gestaltet sich die Untersuchung für 
die zweiten Ableitungen V”, zu der wir jetzt übergehen müssen. 


(23.) 


$ 7. Abschätzung der Differenzen G”’ (a ,y"; &,n)—G(xz,y; $,n). 
Wir setzen zur Abkürzung: 
c+ocosa=x", y+osine=y"; 

die Bezeichnungen für den Pol (x,y®) mögen mit dem Index (1) ver- 
sehen werden und sonst durchweg mit denjenigen für (z,y) übereinstimmen; 
insbesondere schreiben wir: 

aD yD; Em) 09; VDE | = 
Wir haben nun: 





en 





r,  usf. 


IE Ha Am rg 
In 5 Dam ul: 
und können daher schreiben: 
GW) cos29, _ 08 20, 
(2 hr 


-—— 





*) oe ist im folgenden immer positiv zu nehmen. 
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aM a .. eg Ca ch 
O2 9m u \ 


Es ıst: 
(25. 8 L. pä 
r? r? rn 





(r,—r)(rR+r)(2cos?®+2cos?6,) 
+(n—r)(r,-+r) 
+ (r, c08s6,—rcos®#) (2r,c0s6, + 2rcos#)\. 
Nun bilden die drei Vektoren r,r,,o ein Dreieck; es ist daher: 
n—r|<oe; |r,cos4,—r cos] = |pcose|<p; 
daraus folgt: 














| d, 20 
Pen €. Br I Te(ir+n,)= FRE tn) 
(26.) | r r |=rr e 
"’ leos20, cos20 1 1 
er |. I< apa Tel” +n)=70.7,\, -) 


und zuletzt, da beständig r’>r, r,>r” bleibt, durch Zusammenfassung 


dieser Resultate: 


er.) GW - 


u aa 0, (, + -)- 


Die so gefundene Schranke gilt ohne weiteres auch für die end- 








mo 


lichen Differenzen der zweiten Ableitung Fin ; zur Feststellung des gleichen 


Ergebnisses auch für die gemischte zweite Ableitung un bedarf es jedoch 


einer besonderen Untersuchung. Es ist: 

Br er 20, sin2 ee: (en 20) sin20' "); 
xy  Oxdy ” "7 
wir schreiben: , 


ne 99 
(29.) Be _ BE; an —(r, +r) (r, —r) (sin2#,+sın 20) 


r pP rr' 
+2r,rsın (9, —®) 





(28.) 





+ (r, cos4,—r cos 6) (2r, sin 6, +2r sin ®)). 


Es ist aber Str sin (4, —®)| nichts anderes, als der Inhalt des aus 


den Strecken r,,r,e gebildeten Dreiecks; die auf oe gefällte Höhe dieses 
Dreiecks ist nicht größer, als jede der beiden Nebenseiten r,,r; es ist daher 
Brr-sin(4,—0)|<e(r+r) 
und ferner, wie vorhin, 
n—r<oe; |r, cos6,—r c0860|=|p cosa<; 


so erhalten wir: 
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ısin20, sin20| 171 
(30, I ORET LBO RAN CHR 
und ganz analog dem früheren m 
aD  0°G| 1 1 
(31.) aa au (+). 


$ 8. Abschätzung der Differenzen V”’ (2, y®)— V”(x,y). 


Es möge 


V (29, yP)=V" us. 


geschrieben werden. Wir ya 


DV 2. 
ET NEM zur deln, 

(32.) " (ı) 0? (1) 
= > Yale She”, y)— Im. fu nn -dödn . 


Die Abschätzung der Differenz der beiden ersten Glieder der rechten Seiten 
ergibt hier sofort: 


1, 0 „an_4 | u 
(33.) FRA ‚y) a yi<zee- 


Wir haben außerdem noch die Differenz der beiden Integrale 


a DL /ftem CR -E0).00 


zu untersuchen. Infolge der Fundamentalbeziehung (8.) haben wir: 


1 VG 2 ei AR POP, „ 
(35.) — Ste = did =0, 3. /J Ha” y®). 3 .d£edn—0. 


Es darf demnach geschrieben werden: 


(36.)D" =, // U m-I@n]- En - 32) dSdn. 


or° 


Wir zerlegen jetzt das Integrationsgebiet T in folgende vıer Teile: 
K 
2 
2) einen gleich großen Kreis um den Pol (z®,y"): dieser sei (,); 


1) einen Kreis vom Radıus um den Pol (z,y): er heiße (e); 


3) das Segment, für welches r<Zr, ıst, unter Ausschluß aller nach 


(o) fallenden Punkte: es heiße (7); 





*, In welehem Sinne die hier gebrauchten uneigentlichen Integrale zu ver- 
stehen sind, ist bereits ausführlich angegeben (vel. S. 57). 











en 
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4) das entsprechende Segment mit r,<{r, unter Ausschluß aller 
Punkte von (ge,): dieses sei (7,). 
Die Kreise (eo) und (o,) berühren sich; die Gebietsteile (z), (7,) sind durch 
die gemeinschaftliche Tangente dieser Kreise voneinander getrennt. 
Es könnte vorkommen, daß nur Teile der Kreise (e),(e,) dem Be- 
reiche T angehören: dann mögen diese Teile allein schon (o),(e,) heißen. 
Wir schreiben jetzt die zu untersuchende Formel (36.) in folgen- 


der Weise: 


37.) D’=-- SS uem-I@w1-Car — Sa)-dedh 


(7)+(e) 
1 92:0) Rn 
- 1 (Sende 2) asaı 
(T)+(eı) 
1 FR „, 
nn Sram, yP)—He,y)]- 2 5.) dE dm. 
(T,) + (eı) 


Es möge zunächst das erste Integral der rechten Seite zerlegt und 
abgeschätzt werden; die Untersuchung des zweiten Integrals verläuft ganz 
analog und liefert die gleiche Schranke. 

Es ıst im ganzen Gebietsteile (7) beständig: 


sr<n, fs; a (2,y)|)<er*, 


GW GG 
0% dx 3 
woraus nach Einführung von Polarkoordinaten um den Pol (z,y) als 
Mittelpunkt gefolgert werden kann: 


38) 11 STE men 5 2)-dedn 


1 





<14 (z + )< 280 





Diese Ungleichheit läßt den Grund dafür erkennen, weshalb es von 
vornherein zweckmäßig erschien, den Exponenten A im strengen Sinne 
kleiner als 1 vorauszusetzen; durch das Auftreten von logarithmischen Aus- 
drücken an dieser Stelle würde sich der Exponent 1 nicht aufrechterhalten 


lassen. 
Im Gebietsteile (0) ist beständig 
ED] < eh 


P an I 2| 
0a? gr Erbe 
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wir haben daher: 


3) „SS Venen) 52 )-dedn 


o4 


21 


1 
<< / nf er’ rdr < ce. 


Der absolute Betrag der Summe der beiden ersten Integrale auf 


der rechten Seite der Formel (37.) ist also kleiner als 


(40.) 4 +3).c 


Es bleibt noch das u A der angegebenen Formel abzu- 


schätzen, d. h. 
Kam, zu Y) Hi 0°G )as öe. 


® x 
(T,)+(oı) 
Nach Voraussetzung ist 


(41.) Ka9,y®P)—Fa,y)<ee'; 
es gilt nun zu zeigen, daß das uneigentliche Doppelintegral 
ED ON 5. 
(42.) 7 URS a Sa) Asch 


dem absoluten Betrage nach beständig unterhalb einer festen Schranke 
liegen muß. 
Die Gebietstelle (7,)+(0,) und (rT)+(o) bilden zusammen den 


ganzen Bereich 7; es ıst daher nach der Formel (8.): 


1 a” u 
(43.) ... r’E EpF} -dE Edn=— 5 .dSdn, 
\ (T,)+(0,) ()+ (0) 
folglich: 


(44.) a2 /f Srasanı+z. S/ Fadsan; 


(D+@ (Ei) +0r) 

hier sind keine uneigentlichen Elemente mehr vorhanden, A ist somit auf 
jeden Fall endlich. 

Die bisher gewonnenen Resultate (33.), (38.), (39.), (41.), (44.) ergeben 
zusammengefaßt: 

2yo 927 2 
(45.) 5 <a + 474 Alrcg‘. 

Wäre aus den u (32.) von vornherein eine Gleichung für A 

abgeleitet worden, so würde man ebenso erhalten: 


Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 1. ( 
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1.22 0), ee en 
(46.) Act <(g+t te ik 


Da nun A garnicht von 5 leeälien Beschaffenheit der Funktion 
/(x,%), und somit auch V (x, y), abhängt, und die letzte Ungleichheit für 
alle Funktionen der betrachteten Klasse gilt, so können wir daraus die 
gesuchte obere Schranke für A gewinnen. Nehmen wir beispielsweise 


z 1 
Key), et), 
so ıst 


> 


V(x,y)= et Pt y +1), 
und ierner: | 
fz,y)<e; Ha, y®)—z, y) <3 co<.eg; 


ey @®V 1 : 
er ar C 0,5 

ı 028 0a? < 2 PRO 

wir dürfen aus diesem Falle durch Einsetzung der gewonnenen speziellen 


Werte in die Beziehung (46.) schließen: 


m 112 8 
(47.) 4) wer "ad Fa am 
woraus nunmehr allgemein folgt: 
Ba) - h 224  16\; 
(48.) Er = <(2+ + , Joe". 


Die gleiche Schranke or für die endlichen Differenzen jeder zweiten 
partiellen Ableitung von V überhaupt. 
Es ist somit allgemein: 
(49.) |V”’(z+ocose, y+osin «)—V”’(x,y) I<(2+7- _ +T)ee". 


$ 9. Folgerungen. Beweis der Hauptsätze und Verallgemeinerung. 


Die zweiten Ableitungen V” der untersuchten Lösung V erfüllen, 
wie zuletzt bewiesen, im Innern des Bereiches 7 eine Lipschitzsche Be- 
dingung mit dem Exponenten 4. Nach den allgemeinen Bemerkungen des 
$ 1 verhalten sie sich daher auch auf dem Rande regulär. 

Die beiden ersten Hauptsätze dieses vorbereitenden Teiles sind somit 
in vollem Umfange bewiesen. 

Zum Beweise des dritten und letzten dieser Sätze stellen wir die 


bisher gewonnenen Resultate zusammen: 











= 
E 
GE 
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7 


N 1 7 m 
vIı<-e; 'V ei C; Fri 
4 2 2,1 

(50.) u 

I Er 9) .. 224 16 2 

P<1l7cog $ we co; <(2+ ze ga ; co". 

Wir brauchen nur zu setzen: 

. .,ı1ı2 8 
(51.) m=1- ar 


so ist dann, wie verlangt worden, 
z V <me; V'<me; V" me; 
u. 5b <-2mcop; $’ <2mco; bb’ <2mce*. 

Wir fügen nunmehr hinzu, daß die angegebenen drei Sätze ohne 
weiteres vom Einheitskreise auf jedes Gebiet übertragen werden können, 
für welches die konforme Abbildung auf den Kreis durch die Funktionen 

X=X(z,y; Y=Y(z,y) 

vermittelt wird, wenn diese Funktionen nebst ihren ersten und zweiten 
partiellen Ableitungen sich auch auf dem Rande regulär verhalten, die 
(den bekannten Cauchy-Riemannschen Bedingungen genügenden) ersten Ab- 
leitungen nicht alle gleichzeitig verschwinden und die zweiten Ableitungen 
ie eine Lipschitzsche Bedingung erfüllen. Insbesondere gilt also das System 
(52.) als Folge der Voraussetzungen (2.) für alle von einer geschlossenen 
analytischen Kurve begrenzten ebenen Bereiche. Die entsprechende Kon- 
stante m wırd dann auch von der Begrenzung abhängen, auf alle Fälle 
aber endlich bleiben. 

Bemerkung. Aus der geometrischen Interpretation einiger allge- 
meinen Sätze der Herren Din:*) und Fatouw**) geht hervor, daß die ver- 
langten Eigenschaften denjenigen einfach zusammenhängenden geschlossenen 
ebenen Bereichen zukommen, deren Randkurve durch die Gleichungen 

x*=z(t), y*=y(t) 
gegeben ist, wenn die Funktionen z(t),y(t) nebst ihren ersten und zweiten 
Ableitungen für den ganzen Rand eindeutig, endlich und stetig bleiben, 
die ersten Ableitungen nirgends gleichzeitig verschwinden und die zweiten 
Ableitungen je eine Lipschitzsche Bedingung erfüllen. Die weiteren Unter- 
suchungen werden daher für solche Bereiche gelten. 


Ye wi: 
**) „Series trigonomeötriques et series de Taylor“, vgl. S. 363. (Acta Mathe- 
matica, Bd. XXX; 1906.) 


* 
I 
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Teil II. 
$ 1. Die Stellung des Problems. 
Für jeden Punkt einer geschlossenen analytischen*) Kurve in der 
xy - Ebene: 


sei eine analytische**) Funktion 
2’ =2{t) 
vorgeschrieben, die als Funktion der Randstelle (z*,y*) eindeutig sein 
möge; es sei ierner beständig 
*\2 *\2 
7) 7 er )+0. 

Deuten wir 2* als dritte rechtwinklige Raumkoordinate, so erhalten 
wir eine geschlossene analytische Raumkurve, deren Projektion auf die 
xzy-Ebene keine vielfachen Punkte enthält. 

Wir betrachten jetzt ein ganzes System solcher Kurven, welches 
_ wir dadurch erhalten, daß der Funktion z2* ein konstanter Faktor & bei- 
gefügt wird; für hinreichend kleine Werte dieses Parameters e kommt die 
entsprechende Kurve beliebig nahe an die xy-Ebene heran. 

Wir versuchen durch je eine solche Kurve die ım Falle ihrer Exı- 
stenz eindeutig bestimmte reguläre Minimalfläche zu legen, und zwar soll 
zu diesem Zwecke die Koordinate z als reguläre Funktion der Stelle (z,%) 
innerhalb des von der gegebenen ebenen Projektion der Randkurve be- 
grenzten Gebietes T explizite dargestellt werden; diese Koordinate wird 
auch eine Funktion von & sein, wir nennen sie &2. 

Die gesuchte Lösung ez muß im Gebiete 7 der partiellen Differen- 


tialgleichung der Minimalflächen genügen. Es ist also 
u | Oz\? 0°z 02 02 Ö0°z O2 Di a 
tar LE) De 2 dr 0 away t (de) ap = 
und auf dem Rande 
(1*,) zug, 


oy 


$ 2. Einführung der Grundfunktion 2. 
Es sei z, diejenige reguläre Potentialfunktion des Bereiches T, 
welche auf dem Rande mit z übereinstimmt. Die Randwerte mögen im 
folgenden allgemein durch Beifügung eines Sternes kenntlich gemacht 





*) Über eine Erweiterung vgl. S. 67. 
**) Über eine Erweiterung vgl. S. 69. 
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werden. Es ıst demnach 
eu, u 
0%  oy B“ 

Unter den im Texte angegebenen Voraussetzungen für die Rand- 
funktion 2* — analytische Funktion längs analytischer Begrenzung — 
ist bekanntlich*) die Lösung z, eine für den ganzen Bereich T einschließlich 
des Randes analytische Funktion ihrer Stelle; es läßt sich daher, wenn 

2,(2£+0c0so, y+osine)=20; P—z,=6(7,y)=%, 
gesetzt wird, eine positive Konstante M, so finden, daß folgendes System 
für jede Stelle des Bereiches erfüllt sein wird: 
2%, <M; 2) <M; | <M:; 
(3.) Co <2M,.e; n<2M,e; en ale: 5 
Die, 

Bemerkung. Aus den bereits erwähnten Sätzen der Herren Din 
und Fatou kann gefolgert werden, daß dieses System im Falle des Kreises 
schon dann aufgestellt werden kann, wenn z* als Funktion des Bogens 
zweimal differenzierbar ist und die zweite Ableitung einer Zipschitzschen 
Bedingung genügt. Läßt man der Funktion 2*, mit Ausnahme ihres 
analytischen Charakters, die übrigen im Texte angeführten Beschränkungen, 
so genügt es, daß z* als Funktion des Parameters i diese Eigenschaften 
besitze. Die Übertragung vom Kreise auf die a. a. O.**) charakterisierten 
Gebiete ergibt sich ohne weiteres. 


$ 3. Die Methoden der Auflösung: Iteration und Superposition. 
Wir lösen jetzt nacheinander für 
v=0,1,2,...(n-1); imn=x 
folgendes System von partiellen Differentialgleichungen auf: 


n2 2 2 8 . 2 2 
(4.) . ne = ö + - & fe 0 > _9 lan O2, O0” 2, +(2 0° zZ, \-o 
y" oy’ 00 2 0Y xy! oy? 


2,8 ==. =-4=0=27%. 
Zur Abkürzung möge gesetzt werden: 
ö 2, +1 0° &y+1 . 
u dm 1° oy: 42,413 
| 9uyon 0n0n 2a „(2 ®a 
oy/ O22 oz öydady  \6 
*) Vgl. Picard: Traite d’analyse, t. II, p. 301. 
*) Vel. S. 67. 
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Es ıst demnach das System zu lösen: 
2 . — 
4,1 +ED(2)=0; 2,1=2*, 
was wir auch so schreiben können: 


(7.) I(2,,1—%) +#°D(z,) =0; (2,,1—2%0)* —=(, 
Es sei @ die @Greensche Funktion des Bereiches 7; dann ist explizite: 
(8.) 2, n= 5 [[ Diz,)-6-dEdn,. 


Die Folge der Näherungsfunktionen 
0 WE OBERE TO: EB 
wird demnach durch einen Iterationsprozeß bestimmt. 
Den Systemen (6.), (7.) ıst das folgende vollständig äquivalent: 
(9.) I(2,11—2,) + [D(2,)—-D(z,_,)]=9 (&,4—2,)*=0. 


Hierin setzen wir 


(10.) 2,12, = %y41 
und folgern daraus 
(11.) 2, ı "At tr%r + TV, r%,4ı- 
Es ist explizite: 
(12.) 0,4 = 8 5 // [Die ,_,)]-6-d$dn; 
hier werden die N rn durch ein Superpositionsverfahren 
gebildet. 


Die Kombination der beiden angegebenen Prozesse ist der wesent- 
liche Inhalt der Methode der sukzessiven Approximationen. 


$4. Die Konvergenzsätze. 

Wir behaupten nunmehr, daß für angebbar kleine Werte des Para- 
meters & die folgenden drei Sätze gelten: 

Satz I. Auch bei beliebigem Wachsen des Index v bleiben die Nähe- 
rungsfunktionen z,,, mit ihren ersten und. zweiten partiellen Ableitungen end- 
lich und stetig. 

Satz II. Die vom Verfahren der sukzessiven Approximationen ge- 
lieferten unendlichen Reihen*): 

=, tr, +%+°-- 
z=u, +Vi +W%-++ ++ ad inf. 
iu ty tw +» 





*) Die Striche bedeuten wieder Ableitungen. 
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konvergveren absolut und in gleichem Grade; es ist 
w=2r;, 2=2z”" 
Satz III. Die eindeutig bestimmte Funktion z ist die gesuchte 
Lösung des gestellten Problems. 
Diese Lösung selbst, sowie ihre partiellen Ableitungen der beiden ersten 
Ordnungen sind für den ganzen gegebenen Bereich einschließlich des Randes 
eindeutig, endlich und stetig. Alle diese Funktionen lassen sich in ihrem 


Bereiche nach steigenden Potenzen des Parameters & entwickeln. 


$5. Beweis des ersten Hauptsatzes. 


Zur Untersuchung einer jeden durch die Formel (8.) gegebenen 
Näherungsfunktion z,,, müssen wir sowohl den absoluten Betrag des ent- 
sprechenden Differentialausdrucks D(z,) selbst, als auch den seiner end- 
lichen Differenzen abschätzen, worauf die im ersten Teile gefundenen Re- 
sultate (52.) über das weitere Aufschluß geben werden. Wir kürzen fol- 
gendermaßen ab: 


D(z,)=D,(2,y)=D,; 


v) 
(13.) D,(c+ocose, y+esine)=DV; 
z,(<+ocose, y+eosine)=:V/; 
„(1) RE, 
2, 2,=6, 
Es ıst 


die fortgelassenen zwei Glieder der rechten Seite sind in den folgenden 
Ausführungen genau so abzuschätzen wie das ausgeschriebene erste; das 
Resultat der Abschätzung dieses ersten Gliedes wird jedesmal zu vervier- 
fachen sein. 

Wir nehmen an, es sei bereits das folgende System gefunden: 

2. <M,; \<M,; 2 | <M,; 
Li<2M,e; G<2M,o; 5 <2M,e. 
Jedenialls ist M, nach Formel (3.) als bekannt zu betrachten. 

Die größte Sehne des betrachteten Bereiches möge, wie beim Ein- 
heitskreise, gleich 2 vorausgesetzt werden; es ist dies offenbar keine Ein- 
schränkung der Allgemeinheit und bewirkt nur, daß wieder 

e>2g' 
gesetzt werden darf. Wir haben nun: 
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(16.) Det en 
ferner 3 
82 OL, /0°z „\0°2, | 
1) » v v | 
(17.)| D; —D,| \oy " a) er a) & Er Rn 
| 202%, Oz L, , | 
- e oa: + L 54): 022 ar er 


42,0 +2, 1, 2M,o| <40M}e*. 

Die gefundenen Ungleichheitsbeziehungen (16.), (17.) entsprechen 
den Voraussetzungen (2.) im ersten Teile dieser Arbeit; wir dürfen nun- 
mehr die daraus folgenden Bedingungen (52.) entsprechend anwenden. Wir 
erhalten für die untersuchte Funktion z,,, und ihre endlichen Differenzen 


C,., das System: 
2,41 — 2 <m+&°-40M, ust., 


416 <2m-8*-40 M}o ust. 


Schreiben wir jetzt 


(18.) 


(19.) M,+m-2.40M®=M,.,, 
so ist infolge des Systems (3.) 
(20.) 24 <Murn %41 <M,4H; 2,41 <M,41; 
er <2M,,ı0; | ‚+1 <2M,,ı0; ; Sl <2M,;ı0. 
Dieses System ist denjenigen für z, und 2, — vgl. Formeln (15.) und (3.) — 


vollständig analog. Es fragt sich jetzt nur noch, wann unter Zugrunde- 


legung der Rekursionsformel (19.) 


lm M„=M 
existiert und endlich ist. Um dies zu entscheiden, setzen wir 
(21.) M,-k,-M,; m-#-40M=e (E 0); 
es läßt sich nun zeigen, daß für 
’ 4 
99 
=.) e<g 
beständig 
(23.) M< z Mm, 


bleibt. Es ist nämlich nach Einsetzen der Bezeichnungen (21.) in die 4 


Rekursionsformel (19.): 
(24.) kl; k,ı=1+tek. 


Nehmen wir zunächst 


[4 ’ 4 
27° 


=, = 











2: 
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so ist 
=14 27 1<3 
»=-1+B< m 
<3: 


a fortiori ist für jedes kleinere #’ 
,<3; M,=k,M<2M,. 
Bei der angegebenen Einschränkung des Be e ist daher 


| 3 
(25.) r+1 <;M usf., 


41 <3M,e usf. 

Der erste Hauptsatz dieses Teiles (vgl. S. 70) ist damit bewiesen. 

Im übrigen ergeben die Rekursionsformeln (19.) und (24.) die Auf- 
lösung der entsprechenden algebraischen Gleichungen 
| M=M,+m:-..40M?; k=1-+e'# 
mit den Unbekannten M bzw. k, nach dem Verfahren der sukzessiven 
Approximationen; durch die Möglichkeit einer solchen Auflösung für hin- 
reichend kleine & bzw. #’ wird auch die Möglichkeit der Lösung des ge- 


stellten Problems gewährleistet. 


$6. Beweis des zweiten Hauptsatzes. 


Wir gehen nunmehr zur Untersuchung der durch die Formel (12.) 
gegebenen Funktionen ®,,, über. 
Zu diesem Zwecke müssen die Ausdrücke 
D(z,)— D(z,_)=D,—D 


und ihre endlichen Differenzen abgeschätzt werden. 


v—1 


Es ist: 
(26.) 2,=2,-1T17 0,5 
_jf9a.-ı |, 9% 0° Bi 02,—1 oO? 2,—ı| 
D,—D, = oy 4) Pr% + z)- & oy ) 02° Ada 
-((° 02,—_1 2 0°vV, we > Z, Ov, m 
Oy da? oy oy/oar Oy . 


Wir führen die Abkürzungen ein: 
v,(x se, sin @)=v"); 
(27.) ‚(z+ocose, ytHosina)=v, 


1 
WW —v,= Y,. 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 1. 10 
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Nun denken wir uns bereits das folgende System aufgestellt: 
v,/<&,; v<&,; vY<»,; 


9, <2b,0, M<2Po |p|<2B,e. 
Jedenfalls darf nach dem früheren, da 


(28.) 


v9, 2,72%0 
ist, 
(29.) $,=m-#®-40M;=e-M, 
als bereits bekannt gelten. 
Wir machen jetzt von den Systemen (15.), (20.), (28.) Gebrauch 


und erhalten 
D,—D,_<4|M?_#,+(M,ı,+M,)M, &,| 
<40(M? + M,M,_, + M3_.). 
Die endlichen Differenzen des hier betrachteten Differentialausdruckes 
können folgendermaßen geschrieben werden: 
(31.) (D, =D. AD, Das) 
(= or + aa \ 0°) 9%] 
2 Tau) dr Ay. 
’ enge . vd, m 02,\ 0°z, Ov,| 
Pe Em Er er oy Fe | 
Setzen wir wieder 


(30.) 














W—2,+L, usf., 

vW)=v,+Y, ust., 
so erhält die Differenz (31.) die folgende Gestalt: 
(32.) (D, a (D, —D,_,)=> 
92,—1\ 0°9, | (9%-ı , 921\0°%) OL, - ‚0er ov, OL, 
ws 2,—1 u. ++? Sr . Hz Zu—1 z La”. 

oF% 0% Tay öy 0% 
= a) a) * a) aba 
ee oOL,\Ov, O?z, ‚as, 2, aan. 
oyF’oy on ay/ om 9y 

woraus sich für den absoluten Betrag der betrachteten Differenz die 


Schranke 




















(33.) 4 „m 25,0'+2M,_:#,-2M,_\e+(M,+M,)-#,:2M, eo‘) 
"  14+2(M, + M,)e-M,-&,+(M,_,+M,)-M,-22,o 
< 40 {M}+ M,M,_,+ M5_| $, eo’ 
ergibt. 


Infolge der Ungleichheitsbedingungen (30.), (33.) läßt sich jetzt 
schließen: 
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(34.) %,41 <m- 8-40 |M}+M,M,_,+M}_| P, ust. 
Schreiben wir nun 


(35.) m«+&+.40(M}+M,M,_,+M}_)P,=P,.ı; 
so ist 
(36.) %,.|<2,,, usf., 
so daß aus den Systemen für v,,...v, — vgl. Formel (28.) — ein ganz 


analoges für v,,, gefunden ist. 
Die Rekursionsformel (35.) stimmt im Grunde genommen mit der 
früher gefundenen (19.) überein, da allgemein 
P,.1=M,nı—M, 
ist. Zur Abschätzung von &,,, machen wir von der Beziehung (23.) Ge- 
brauch; die Rekursionsformel ergibt dann 


(37.) $b,.,<m:8:270M!-b,. 
Setzen wir nun — vgl. die Formeln (21.), (22.) — 

(38). m. 2.270 Mi = "lee", <<.” <1), 
so ergibt sich: ä 

Bb,nı<e D,, 
worin &, nach (29.) als endlich und bekannt anzusehen ist. Wir haben 
nunmehr . 
v v+1 pr 
%,41+ 42 tr <Ee" Dite” Dt = — Bi; 


29 h | 8’? 
(40.) %41+ 048 a Der DB; 

”-uwne - 

%4r rt < 1-7” P. 

Dies besagt aber nichts anderes, als daß die drei Reihen 
=, +, +% +. 
=, tv +% + | ad inf. 
eu tu tote] 

in dem ganzen Bereiche 7 absolut und in gleichem Grade konvergieren. 





Es folgt daraus auch ohne weiteres 
2; 2—=2". 
Der zweite Hauptsatz (S. 70) ıst dadurch bewiesen. 
$ 7. Die Grenzfunktion z als Lösung des Problems. 
Wir können jetzt leicht den ersten Teil des dritten, noch unerledigt 


gebliebenen, Hauptsatzes beweisen. Wir haben allgemein: 


10* 
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(41.) 42,11 +8 D(,)=0; 24, 1=2#, 
also auch 

(42.) A2,+#D(z,)=—4(2,1—2,)= IV, 2F=2*. 
Es folgt aus den Reihen (40.) unmittelbar: 


(43.) lım 4v,,,=0, 
somit ist _ 
(44.) lim[42,+8D(z,)]=0; lim2*=z*. 


Damit ist gezeigt, daß 
z=limz, 
tatsächlich die gesuchte Lösung des gestellten Problems darstellt. Aus 
dem System (25.) geht ferner, wenn 


z2(2+ oc0sa, y+osine)=2", 


geschrieben wird, hervor, daß 

z<M; "»<M; »’<M; 

Ü<2Me; | <2Mo; 0 <2Me*. 

ist. In diesen Beziehungen ist der Beweis für die Endlichkeit und Stetigkeit 


(45.) 


sowohl der Lösung z als auch ihrer partiellen Ableitungen der beiden 
ersten Ordnungen enthalten; man ersieht daraus auch die Richtigkeit der 
ım dritten Hauptsatze über das allgemeine Verhalten dieser Funktionen 
aufgestellten Behauptungen. 


$ 8. Die Entwickelung nach Potenzen des Parameters &. 


Es sei rein formal die Entwickelung angesetzt 
(46.) z=wtewtEewt.*; 

ferner seien ebenso formal die nötigen Differentiationen gliedweise aus- 
geführt. Daß diese Ansätze gerechtfertigt sind, wird sich aus dem in der 
Folge gelieferten Nachweis ergeben, daß für hinreichend kleine Werte des 
Parameters & alle in Betracht kommenden Reihen absolut und in gleichem 
(Grade konvergieren. 

Durch Einsetzen der Entwickelung (46.) in die zu integrierende 
partielle Differentialgleichung (1.) ergibt sich zunächst 


(47.) v2: W=-=7t, 
worin 2, die „Grundfunktion‘“ der bisherigen Untersuchung ist. 








a r NAFER 
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Ferner ergibt sich allgemein: 
‚ fOw,.Ow,O°w, in 3 
(48.) Iu,;r BR. 0 | Oy Oy oa: + dr tr » Ypr u 
Die Abschätzung der Funktionen w, geschieht in bereits öfters durch- 
geführter Weise. Wir schreiben 
w„(2+0cose, y+osine)=wV; uw’ —w,=w,, 


4 und denken uns bereits je ein System von Ungleichheitsbedingungen für 





Ws Wi, Wg,...%, gefunden; es sei 
w.<MW,; w<MW,; w< Pre 
(49.) bo (n=0,1,2,...p) 
w.<2W,e; wo, <2W,o; or < ER ,.e. 
Jedenfalls ist W, haniie bekannt; es ist 
(50.) W,=M,. 
Wir haben eine Abschätzung für das zweite Glied der linken Seite in der 
Formel (48.) und für die endlichen Differenzen dieses Gliedes vorzunehmen. 
Wir schreiben kurz 
E |Ouw, ow,„oO?’w, 
7. u oy En; br 
D,(c+o cosa, y+esine)=D\. 


+. 4=D,(@y)=D,, 


. Es ıst 
E (51.) D)<4ı 2 WW.W<4s 2 W,W,W,; 
E er »+utrv=p 
i M_ | u ve ow, a Ö° W, 0°’w, 
‚D, D, "u N +3 oy Eh = 9 . oa: ") 


_ Iw, Owu 6? = Pi 
oy Oy 9a: 
5 u, OU O’w, out) dw, ö° uw 0, | ou? ww) 
ietutr=p Oy Oy da® oöy Oy 02° öy Oy a2 
<4 EZ (W,W,-2W,0e' + W,-2W,e:W,-+2W,o-W,-W,) 


»t+utrr=p 


<0 2 WWW.d. 


x+utrv=p 
Es läßt sich daher für w,,, ein den Systemen (49.) analoges auistellen, 
worin 
(52.) W,.,,=40m 2 W,W,W, 
»+u+v=p 
sein wird; es ist daher auch 
(53.) PHP WW, =m-e*-40 = a DEZ u A 
h } x+utv=p 
Wir setzen wieder 


&: 40M3 un €; 
ferner sei 
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(54.) ee" W,=e"-l,-W, 
gesetzt; es ist nun 
(55.) W=M; h=1, %ıı = 2, el “ 
Wir betrachten jetzt die unendliche Reihe 
(56.) k=l,+eh,+E?l,+ ++; el. 
Es ist 
. j k—1 , 
(57) K= 2_8 = EN ,a= 5; kalte. 


Diese letzte algebraische Gleichung, die übrigens im Laufe der Untersuchung 
schon einmal aufgetreten ist (vgl. 8. 73), muß hier mit Hilfe der 
Lagrangeschen Formel für die Entwickelung impliziter Funktionen aufgelöst 


werden; wir erhalten 


..@8.” (In)! 
Pen a: alan+Di 


Durch Vergleichung der beiden Formeln (56.),(58.) erhalten wir 
weiter 





en. . 
| and, = on Hit" 
Die Reihe 
(60.) EL W,=W,: Ze" ),= M,-k, 


also die Reihe der Höchstbeträge der absoluten Werte in der Entwicklung 
der Lösung 2, oder einer beliebigen ihrer partiellen Ableitungen der beiden 
ersten Ordnungen, nach Potenzen des Parameters &, ist zugleich mit der 
Reihe (58.) im ganzen Bereiche 7 in gleichem Grade konvergent, wenn nur 


‚n+1 
lim © __*+2 _ Jim ne . 
= 2", im RAT an +2) en +3) le 


ein echter Bruch ist: die daraus fließende Bedingung 
ei 
€ <a 
schließt wieder die gleiche Einschränkung des Parameters &, wie sie uns 
bereits in den früheren Ausführungen begegnet ist, in sich ein. 
Unter dieser Bedingung ist es somit möglich, sowohl die Lösung 
z als auch jede ihrer partiellen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen, 


nach steigenden Potenzen des Parameters e in Reihen zu entwickeln, 
welche im ganzen gegebenen Bereiche unbedingt und in gleichem Grade 





konvergieren. 





En E  E 
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Damit ist auch die letzte Behauptung des dritten Hauptsatzes (vgl. 
S. 71) bewiesen. 


$ 9. Verallgemeinerung. 

Die Art, in der die Resultate des ersten Teiles der vorliegenden 
Arbeit auf die Lösung des Randwertproblems der partiellen Differential- 
gleichung der Minimalflächen angewandt worden ist, läßt erkennen, daß 
auch die allgemeinere partielle Differentialgleichung von elliptischem Typus 

D2 0% 02 02 0° DB: .: 9 

te Play; d2’ öy’ 7 Ja 4) 
der gleichen Behandlung zugänglich ist. Vorausgesetzt wird hierbei einer- 
seits, daß sowohl für die vorgeschriebenen Randwerte als auch für die 
Begrenzung die in den Bemerkungen (8. 67, 69) angegebenen Einschrän- 
kungen gelten, andererseits, daß die eindeutige Funktion F für jedes ihrer 
acht (als voneinander unabhängig betrachteten) Argumente je einer Lip- 
schitzschen Bedingung genügt, und sowohl für die Werte der entsprechenden 
Grundfunktion z, und ihrer partiellen Ableitungen als auch für einen etwas 
erweiterten Bereich jener Werte wohldefiniert bleibt. Es läßt sich auch 
dann bei angemessen kleinen Werten des Parameters e die Lösung z nach 
dem Verfahren der sukzessiven Approximationen bestimmen und nach 
steigenden Potenzen von & entwickeln. 
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Note on the equation ss— 838], sı and s, being 


operators of a finite group. 
Von Herrn @. A. Müller in Urbana, Illinois. 








81. 

In 1878 Cayley*) proved that a group which is generated by two 
operators (s,,8,) satisfying the condition s,s,=s3s] cannot have the pro- 
perty that each of its operators may be represented in the form 3 si. 
Recently Mr. Netto**) considered the same equation and proved, among other 
things, that s, and s, must either be of the same order, or the order of 
one of these operators is twice the order of the other. This interesting 
result may be stated more generally as follows: If the operators s, and ss 
satisfy the equation Ss) 8;= 8357, then either the orders of s, and s, are equal 
to each other, or the order of one of these operators is an odd number and 
the order of the other is twice this odd number. Mr. Netto also determined the 
orders of four groups which result by assigning certain small values to the 
orders of s, and s,. The main objects of the present note are to deter- 
mine these four groups completely and to exhibit more fully the röle of 
the equation given in the heading as regards some important groups of 
finite order. 

Any operator and its inverse may be used for s, and s, respectively 
since such operators satisfy the equation =], and, if s, and s, are 
commutative, each one of them is the inverse of the other. In other 
words, if the group (@) generated by s, and s, is abelian, it is also eyclie 
and s,,s, represent respectively a generator of this cyclie group and the 





*) Messenger of Mathematics, vol. 7, p. 188. 
**, This Journal, vol. 128 (1895), p. 252. 
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inverse of this generator. In this trivial case Cayleys theorem mentioned 
above does not hold true, so that this theorem is only strietly true when s, and 
s, are non-commutative. In what follows it will be assumed that s, and 
s, are non-commutative and hence @ is a non-abelian group. The smallest 
order that either s, or s, can have is therefore 3, and the simplest case 
presents itself when the following conditions are satisfied: 
d=l, sel, url. 

As sıs, is equal to its inverse and cannot be the identity, it is of order 
2 and hence we are dealing with two operators of order 3 whose product 
is of order 2. It is well known that two such operators must generate 
the tetrahedral group*). That is, .f two operators of order 3 are such that 
their product is equal to the product of their squares, in the reverse order, 
thay must generate the tetrahedral group. 

Among the fifteen possible abstract groups of order 24 there is 
one, and only one, that does not involve a subgroup of order 12. We 
proceed to prove that this group of order 24 is generated by s,,s, if these 
operators satisfy the three conditions: 

e=l, Bel, ums. 

As a first step in this proof we shall observe that !s,,s,} contains the 
quaternion group. Since the quaternion group is defined by the fact that 
it is generated by two non-commutative operators transforming each other 
into their third powers**), the following equations prove that !s,s,, 8,8,! 
is the quaternion group: 

(8251) "5182 (8281) = 18225 HH = HHHETHT HET FC H-HETHT- SS, 

(51 82)”= 818281828189 = 81822315, = 518, 

(18) = HH = (8). 
The last one of these three continued equations proves that s,s, and 5,5, 
are both of order 4, since s? is of order 2. From the other two con- 
tinued equations, it follows that s,s, transforms s,s, into its third power; 
that is, into itself multiplied by s. Hence s,s, must also transform s,$, 
into its third power and we have proved that [s,8,,8.5,| is the quater- 
nion group. 





*) Cf. American Journal of Mathematies, vol. 24 (1902), p. 96. 
**, Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 14 (1907), p. 82. 
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To complete the proof of the fact that |s,,s,} is the group of 
order 24 which does not contain a subgroup of order 12, it remains to 
prove that s, transiorms !s, s,,s,5,} Into itself and that it transforms the three 
subgroups of order 4 in [s,5,,838,} among themselves. This follows from the 
facts that s, transiorms s,s, into 5,8, and that 33,3] = 8, :8,8,.47= 85. 8-5 = 
8,8351 =8182°898, 18 IN |8,85,855,|. From the fact that s, transforms |s, s; , 5, 5| 
into itself and does not transform into itself any subgroup of order 
4 contained in js/8,8g5,}, it follows that |s,,5182,835,| is the group of 
order 24 in question and we have proved the following theorem: Two 
operators of orders 3 and 6 respectiwely which satisfy the condition that their 
product is equal to the product of their squares, in the reverse order, must 
generate the group of order 24 which does not contaın a subgroup of order 12. 


8.2. 

Having considered ın the preceding section all the possible groups 
generated by s,,s; when the order of at least one of these operators is 
less than 4, it remains to consider cases in which both of these operators 
have orders greater than 3. If one of these orders is 4, the other must 
also be 4 and there result the following conditions: 

i=l, H=l, 1, =, or IR—=E. 

Since sj,s; are both of order 2, they generate the dihedral group whose 
order is twice the order of s,s,. This order may be determined as follows: 
(45 = 98 2 HE FEHEEHHEHHEHH SIE AEG HEFTE. 
Hence it results that !si,s} is the dihedral group of order 10. This dihe- 
dral group is transiormed into itself by s,, since s7'-.8,5*5,=8,5; and 
S,81=83-8381-5. Ihat is, s, transforms two generators of this dihedral 
group, 5] and s,8,=835j, Into operators of the group. From this it follows 
directly that [s,,s,} is the metacyclic group of order 20, or the holomorph 
of the group of order 5. This proves the following theorem: If two non- 
commutative operators of order 4 satisfy the condition that their product is 
equal to the product of their squares, in the reverse order, they generate the 
holomorph of the group of order 5. | 

Although, according to Cayleys theorem mentioned in the first para- 
graph, the operators of this holomorph cannot all be represented in the 
form s2 si, yet it is clearly possible to select two of its operators which 
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have this property. Infact, ıf i, represents any one oi its four operators 
of order 5 and t, any one of its ten operators of order 4 each operator 
of @ is given once, and only once, by the form Ü% (e=1,...5; P=1,...4). 
On the contrary, neither of the two groups previously considered involves 
two operators which could be used in this manner. That is, while Cayleys 
theorem is true, with the trivial exception noted above, yet it may or 
may not be possible to find two operators (t,,t,) in @ such that all the 
operators of @ can be represented in the form tt}. In the group con- 
sidered in the following section it is evidently possible to select two such 
operators. 
83. 

Another very simple case presents itself when the following con- 

ditions are satisfied: 
=), Sul, =, RAR. 

It ıs easy to prove that the order of s,s, is 11. In fact, 
(HEHE THE HTTHT TE ETHHHHT TEN, 
(8. Here. 
To prove that the cyclic group generated by s,s, is transformed into itself 
by s,, it ıs only necessary to observe that s} transforms $s7=s,s, into 
s82= (818). From this it follows directy that |s,,s,! is the semi-meta- 
cyclic group of order 55, and we have proved the theorem: If two non- 
commutatwe operators of order 5 satisfy the condition that their product is 
equal to the product of their squares, in the reverse order, they generate the 
subgroup of order 55 contained in the holomorph of the cyclic group of order 11. 

In all the cases considered above the relation s,,=ss} toge- 
ther with the orders of s, and s, were sufficient to define a group 
completely; this is, however, not always true. In fact, it is easy to 
verify that more than one group contains two generators satisfying the 
conditions | 

4=1l, Seh, wi. 

That the direct product of the tetrahedral group and the group of 
order 2 may be generated by two operators satisfying these conditions 
follows from the fact that s,,s, may be regarded as the products of two 
operators of order 3, satisfying the conditions of the tetrahedral group 
as given in $ 1, and an operator of order 2 which is commutative 
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with each of these operators of order 3. In a similar way we observe 
that the direct product of the group of order 2 and the group of order 
24 which involves no subgroup of order 12, is a group of order 48 con- 


taining two generators satisfying these conditions imposed upon s, and 
$;. This proves that the group generated by s,, $ is not completely 
defined by the fact that s, and s, satisfy the conditions $=s%$=1 and 


=. 














Abelsche Körper als Kreisteilungskörper. 
Von Herrn Friedrich Steinbacher in Friedrichshagen. 


Daß jeder Abelsche Körper ein Kreisteilungskörper ist, hat Kronecker 
entdeckt und nach seinen Andeutungen Herr Weber bewiesen (Acta Math., 
Bd. 8). Dieser Beweis ist in vereinfachter Form im Lehrbuch der Algebra 
desselben Verfassers (Bd. 2) dargestellt. Einen zweiten Beweis teilte Herr 
Hilbert in den Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen (Math.-phys. Kl., 1896) mit, den er in kürzerer Form in Bd. 4 
des Jahresberichtes der Deutschen Mathematiker-Vereinigung wiedergab. Herr 
Mertens hat schließlich in einer Untersuchung über zyklische Körper in Bd. 131 
dieses Journals einen dritten Beweis niedergelegt, worauf es Herrn Weber 
gelang, in Bd. 132 desselben Journals seinem früheren Beweise eine sehr viel 
kürzere Form zu geben. Das geschah besonders durch die Einführung der 
vollständigen Induktion, die zuerst Herr Hubert für unsern Satz benutzt hatte. 

Jeder Beweis, der denselben Weg einschlagen will, zerfällt nun natur- 
gemäß in zwei Teile. Zunächst ist zu zeigen, daß jeder zyklische Körper p-ten 
Grades, wo p irgendeine rationale Primzahl ist, mit einem Kreisteilungs- 
körper identisch ist. Daraus ıst dann zu folgern, daß auch jeder Abelsche 
Körper höheren Grades ein Kreisteilungskörper ist. In beiden Teilen des 
Beweises ist es vorteilhaft, sich auf die Untersuchungen zu beziehen, die 
Herr Hilbert über die Zerlegung einer Primzahl in einem beliebigen Körper 
angestellt hat. Es ist besonders der Begriff der Trägheitsgruppe eines 
Primideals, der hier von fundamentaler Bedeutung wird und durch den 
sich die Beweisführung wesentlich vereinfachen läßt, wie in der vorliegen- 
den Arbeit nachgewiesen werden soll. 

Für den ersten Teil des Beweises stützt sich Herr Aulbert auf den 
Satz von Minkowski, daß außer dem Körper der rationalen Zahlen kein 
Körper mit der Diskriminante +1 möglich sei. Dieser Satz gehört zu 
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den schwierigsten der Zahlentheorie, ist aber für uns nicht in seiner All- 
gemeinheit nötig. Wir haben ihn nur für zyklische Körper des Grades p 
zu beweisen. Hier führt eine Konstruktion von Kummer zum Ziel, ähn- 
lich der, die Herr Hübert für den relativ-zyklischen Körper durchgeführt 
hat (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 4, S. 271if; 
im folgenden zitiert als Helbert, B.).. Einen solchen Beweis gebe ich im 
zweiten Abschnitt dieser Arbeit. Dieser Beweis ist auch sonst für unser 
Thema nicht ohne Interesse. Man kann aus ihm leicht schließen, daß ein 
zyklischer Körper p-ten Grades stets dann ein Kreisteilungskörper ist, wenn 
p nicht in seiner Diskriminante aufgeht. 

Ist dagegen p in dieser Diskriminante enthalten, so reichen diese 
Schlüsse nicht aus. Der Fall, wo der Abelsche Körper ein zyklischer Körper 
p-ten Grades mit der Diskriminante 7% ist, bildet überhaupt den schwierigsten 
Teil des allgemeinen Satzes. Hier muß eine Beziehung zwischen dem zykli- 
schen Körper und demjenigen Körper des Grades p—1 hergestellt werden, 
der von den p-ten Einheitswurzeln gebildet wird. Eine solche, algebraisch 
sowohl wie zahlentheoretisch wohl bekannte Beziehung wird durch die Re- 
solventen von Lagrange gegeben. Sie definieren einen Abelschen Körper 
des Grades p(p—1), der in allen Beweisen unseres Satzes eine wichtige 
Rolle spielt. Die Herren Weber und Mertens zeigen direkt, daß dieser 
Körper mit einem Kreisteilungskörper übereinstimmt, wobei sie sich auf 
Kummers Untersuchungen über die arithmetischen Eigenschaften solcher 
Körper stützen. Herr Hlbert hat ım Hinblick auf die Wichtigkeit dieser 
Untersuchungen derartige Körper als Kummersche Körper bezeichnet. Er 
kann sich mit dem Beweise begnügen, daß nur ein einziger solcher Körper 
mit den verlangten Eigenschaften existiert. Wir werden auch diesen Be- 
weis im Zusammenhang mit der Kummerschen Konstruktion einfacher ge- 
stalten können. 

Die Theorie der algebraischen Zahlen wird im folgenden immer in 
dem Umfange vorausgesetzt, wie sie im 18. und 19. Abschnitt des zweiten 
Bandes von Webers Algebra (2. Aufl.) dargestellt ıst. Zunächst stelle ich 
eine Reihe dort bewiesener Sätze zusammen, indem ich ihnen die für unsere 


Zwecke nötige Formulierung gebe. 
Die im 5. Abschnitt benutzten Sätze über das Verhältnis zwischen 


dem Produkt und dem größten gemeinsamen Teiler zweier Körper ver- . 
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danke ich der Vorlesung, die Herr Frobenius über Algebra zu halten pflegt. 
Ihm bin ich auch für Rat und Anregung in bezug auf die übrigen Teile 
der Arbeit zu vielem Danke verpflichtet. 


1. Die Diskriminante Abelscher Körper. 


Es seı P ein Abelscher Körper n-ten Grades, = (G,=E ,‚@, ,@3,...@,_,) 
seine Gruppe, w,,@,,...w, eine Basis der ganzen Zahlen dieses Körpers. 
Sind t, ,t2,...t„ unabhängige Variable, so heißt =1,0, +1,09, ++: +1,w, eine 
Fundamentalform oder Basisform des Körpers. Durch die Substitution @ 
gehe r über in r,. 

Jede rationale Primzahl 9 zerfällt in P in e verschiedene Primideale 
P1,Pg,...P,, wo e auch gleich 1 sein kann, und es ist 9=(p,Pg::+p,)”. Es 
gibt in & eine Untergruppe T von der Ordnung 9g,T= (T,=E,T,,T,,...T,_,), 
so daß stets „= (mod p,) ist. Diese Gruppe nennt Herr Ailbert die 
Trägheitsgruppe von p,. Die Primideale p,,...p, haben ebenfalls Trägheits- 
gruppen; diese sind zu T konjugiert und folglich, weil wir © als eine 
Abelsche Gruppe angenommen haben, mit T identisch. Wir wollen deshalb 
im folgenden T die Trägheitsgruppe von p nennen. Die Ordnung von T 
ist p’p*, wo p’ ein Teiler von p’—1 ist, wenn f aus der Gleichung 
n=efg bestimmt wird. Die Zahl 9° ist deshalb nicht mehr durch p teilbar. 
In T ıst nach einem bekannten Satz von Sylow eine Untergruppe ®= 
(1, =E,V,,V;,...V,._,) von der Ordnung p“* enthalten. Sie hat die Eigen- 
schaft, daß z,=r (mod pf) ist und heißt die Verzweigungsgruppe von p, 
oder von p. Für unsere Zwecke ıst die Tatsache von größter Wichtigkeit, 
daß die Gruppe T/® eine zyklische Gruppe von der Ordnung p’ ist. 

Die algebraische Form /(r)=(rT—1,) (T—17,,)-+-(T—T,,_,) ist eine 
ganze rationale Funktion von t,,t,,...t„ mit Koeffizienten, die ganze Zahlen 
in Psind. Die Norm von f(r), Nf(r), ist eine ebensolche Funktion mit 
ganzen rationalen Koeffizienten, deren größter gemeinschaitlicher Teiler die 
Diskriminante / von P ist. Wir sagen im Anschluß an Äronecker, daß 
dann Nf(r) äquivalent (=) 4 ist. Hat p eine von E verschiedene Träg- 
heitsgruppe, so sieht man, daß mindestens einer der Faktoren von f(r) 
durch p, teilbar ist, daß also p in 2 aufgeht. Nur dieser Fall hat für 
uns Interesse, und wir reden von einer Trägheitsgruppe nur dann, wenn 
sie von E verschieden ist. 

12* 
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Istnun 9=(H,=E,H,,H,,...H,_,) eine Untergruppe von © von der 
Ordnung h, so gehört im Sinne der Algebra zu 9 ein Teiler P, von P vom 


Grade i=-- mit der Diskriminante 4, und es ist ®-5+9 6, +9 @,+--+96;,, 
wo @,,@g3,...@;,_, passend gewählte Elemente von & sind. Wir können 


dann schreiben: 


Ir)= (T-7,) (eT,)- (T,) 


(TT,) (T—Tg6) (TTg)' (T—Ty,_0) 


(T—7,_ (Tu, IT Tu_) (Tao): 

Bezeichnen wir das Produkt in der ersten Zeile mit g(r), das Übrige 
mit h(r), so ist f{rT)=g(rT)h(r), und es wird Nh(t)=4} (Hübert, B. $ 16, 
Weber Bd. Il, 8177). 

Ist 9 die Trägheitsgruppe von p, so sind nur die Faktoren von 
g(z) durch Primideale von p teilbar, nicht die von k(r). P, heißt dann 
der Trägheitskörper von p, und wir haben den Satz, daß die Diskriminante 
des Trägheitskörpers von p nicht durch p teilbar ist. Dies genügt für das 
Folgende. Es ergibt sich aber aus der obigen Formel der noch schärfere Satz: 

In einem Abelschen Körper P ıst der Trägheitskörper von p derjenige 
Teiler von P, der die größte durch p nicht teilbare Diskriminante hat. 

Hat daher P die Beschaffenheit, daß jede Diskriminante 4, durch 
p teilbar ist, so ist der Trägheitskörper von p der Körper der rationalen 
Zahlen, und & ist selber die Trägheitsgruppe von ?. 


2. Es gibt keinen zyklischen Körper mit der Diskriminante £1. 


Es sei 4 ein zyklischer Körper vom Primzahlgrade p, ferner 
„ eine Basis seiner ganzen Zahlen. Seine Gruppe © besteht 
aus den Potenzen einer einzigen Substitution S von der Ordnung p. Wir 
machen hier mit Vorteil von einer bequemen Schreibweise Gebrauch, die 


Herr Hilbert eingeführt hat (B., 8. 271), indem wir ws = ws’ setzen. Dann 
SP—1__ 1. 


01,0g,...W 


ist "= w”=w oder w 

Zunächst sei p>2. Aus der allgemeinen Theorie der algebraischen 
Zahlen (vgl. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Aufl. 
$ 183) brauchen wir nur den Satz, daß es in 4 eine von +1 verschiedene 
Einheit gibt. 
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Von Kummer rührt eine interessante Verallgemeinerung der Resol- 
venten von Lagrange her (Zwei neue Beweise der allgemeinen Reziprozitäts- 
gesetze usw., Abh. der Akad. der Wiss. zu Berlin 1861, auch dieses Journal 
Bd. 100), die Herr Ahübert (B., S. 272) noch weiter ausgedehnt hat. Ich 
brauche sie hier in folgender Form: Für die oben genannte Einheit e und 
für irgendeinen Wert von # sel: 


e=0, tw ee + teen et. 


“ 


dann folgt daraus 
(2.) e=E0°, 


ö . sp—ı 
weil ee... —|l 


ist. Die p Größen «, die sich aus (1.) ergeben, 
können nicht sämtlich Null sein, denn in diesem Falle würde (1.) ein System 
von p homogenen linearen Gleichungen für die nicht verschwindenden 
Größen 1,:,8e8:°,... darstellen, dessen Determinante gleich der Quadrat- 
wurzel aus der Diskriminante von 4 ıst, also ebenfalls nicht verschwindet. 
In (2.) darfich demnach « von Null verschieden annehmen. Es ist eine 
algebraische Zahl ın 4, die nicht selber rational sein kann, wohl aber durch 
eine ganze rationale Zahl teilbar sein könnte. Ein solcher Faktor würde 
dann auch in «® vorkommen und kann aus (2.) fortgelassen werden. Das 
soll im folgenden immer geschehen sein. Jeder Einheit & entspricht min- 


5 Nun kann 


destens eine solche Größe «; wir können schreiben: e=« 
co. ebenfalls eine Einheit sein; es gilt jedoch der Satz: 

Es gibt in A solche Einheiten e, für welche die Größe « keine Ein- 
heit ıst. 


Gibt es nämlich solche Einheiten nicht, so ist etwa e=e!”°; ebenso 


aber wird 5, =8"" 
sich durch jede dieser unendlich vielen Größen e, ausdrücken, und es wird 
seite. =, Insbesondere ist e= el, Wird der Ex- 


ponent nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt, so kommt rechts der 


usw., wo die &, stets Einheiten sind. Die Größe & läßt 


Faktor e&""=1 vor. Die übrigen Potenzen von 8 haben alle durch p 


teilbare Koeffizienten; das heißt aber, daß e die p-te Potenz einer anderen 
Einheit in 4 ist, oder, daß auch Ve eine Einheit in 4 ist. Diese nenne 
ich #. Von # ausgehend komme ich zu einer neuen Einheit «” = Ye’ usw. 
Dieser Prozeß kann aber nicht unendlich viele Male fortgesetzt werden; 
denn sei @ eine Größe größer als 1, unterhalb deren e und die ihm konjugierten 
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Größen alle dem absoluten Werte nach liegen, so gilt dasselbe auch von 
€,&”,.... Nun gibt es aber nur eine endliche Anzahl von Gleichungen 
n-ten Grades, in denen der Koeffizient der höchsten Potenz gleich 1 ist, die 
übrigen rationale ganze Zahlen sind und deren Wurzeln dem absoluten 
Betrage nach kleiner als @ sind. 

Unser Verfahren führt folglich nach einer endlichen Anzahl von 
Schritten zu einer Einheit &, für die das zugehörige « keine Einheit 
mehr ist. | 

Ist dagegen p=2, so genügt es, e=—1 zu nehmen. Ist » eine 
den Körper bestimmende ganze Zahl, so setzen wir e=w—w°, also 
eo —=w°—w und folglich e=—e°. Ist « nach Entfernung der rationalen 
Faktoren keine Einheit, so ist unser Ziel erreicht; wird dagegen = —&, 


so ergibt sich wegen 39 = +1: 
e= tl, 


und da wegen &—=—e} das Zeichen + nicht gilt, so folgt 8=i. Der 
Körper P(?) hat aber die Diskriminante —4. 

Die Größe « untersuchen wir nun in bezug auf die in ihr ent- 
haltenen Primideale. Es sei g eine rationale Primzahl, die mit « einen 
Teiler gemeinsam habe. Im ersten Abschnitt ist ausgeführt worden, daß zu 
q drei Zahlen e,f,g gehören, so daß efg=n ist, die die Zerlegbarkeit von 
q bestimmen. Hier ist n=p, also müssen stets zwei dieser Größen gleich 
1 sein, die dritte ist 97. Wenn f=p ist, so bleibt g auch in 4 eine Prim- 
zahl; sie kann nach unserer Voraussetzung in &@ nicht aufgehen. 

Ist e=p, so wird g=qg4,92***4,_,. Dann sei @ etwa durch q teilbar. 
Durch 8 gehe q in q, über, durch 8? in , usw.; dann ist «@® durch gq, teil- 
bar, vermöge der Gleichung (2.), demnach auch «; hieraus folgt wieder, 
daß «° durch g, teilbar ist, also auch «; es zeigt sich schließlich, daß « 
durch q9,°--9,_1=g teilbar ist, was wir ausgeschlossen hatten. 

In « sind demnach nur Primteiler solcher Primzahlen enthalten, 
für die g=p ist. Ist g eine Primzahl dieser Art, so ist g=g?. Daher 
ist q in der Diskriminante von 4 enthalten. Da jeder Abeische Körper 
einen zyklischen Körper 4 enthält und die Diskriminante eines Körpers 
durch die Diskriminante jedes Teilers teilbar ist, so haben wir den all- 


gemeineren Satz: 
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In der Diskriminante eines Abelschen Körpers ist mindestens eine 
Primzahl enthalten. 

Von der Primzahl g, die mit & einen Teiler gemeinsam hat, gilt 
ein wichtiger Satz, zu dessen Ableitung wir nun übergehen. 


3. Zyklische Körper, deren Diskriminante nur eine einzige Primzahl enthält. 


Wir gehen wieder von dem im vorigen Abschnitt behandelten Kör- 
per p-ten Grades aus und nehmen an, daß seine Diskriminante eine Potenz 
einer rationalen Primzahl g ist, wo g.nicht von p verschieden zu sein 
braucht. Es wird g=g?’, und die Zahl «, welche der Bedingung &=eo° 
genügt, enthält nur den Idealteiler q, ist also etwa gleich q*, wo a zwischen 
1 und p—1 liegt. Genügt dann 5b der Kongruenz ab =1 (mod p), so ist 


DS _ pen mb. ,b8 u 
=’, ®=ee@”, folglich &,=e 


"=fa,,e e}. Hier ist «, nur durch q 
teilbar und durch keine höhere Potenz von q. Im folgenden benutzen 
wir immer nur eine solche Größe «,, die wir wieder mit « bezeichnen. 
Schreiben wir statt &’ wieder &, so haben wir auch hier @=s«a°, und es 
ist @=ng, wo n eine Einheit ist. 

Von jetzt ab trennen wir zweckmäßig die beiden Fälle, wo q von 
p verschieden ist und wo g=p ist. Der erste läßt sich im Hinblick auf 
unser Thema leicht und erschöpfend behandeln. 

Es zeigt sich zunächst, daß die Primzahl g nicht beliebig sein kann. 
Hier gilt ein Satz, den wir gleich in seiner allgemeinsten Form aus- 
sprechen und beweisen: 

Hat ein zyklischer Körper des Grades p* die Eigenschaft, daß der ın 
ihm enthaltene Teiler p-ten Grades eine durch q teilbare Diskriminante hat, so 
ist g—1 durch p" teilbar. 

Da unser Körper als zyklischer nur einen einzigen Teiler p-ten 
Grades hat, so geht dieser auch in allen übrigen Teilern auf. Sämtliche 
Diskriminanten sind daher durch g teilbar. Nach den Ausführungen des 
ersten Abschnitts ist deshalb der Körper der rationalen Zahlen Trägheits- 
körper von q, die Gruppe des gegebenen Körpers selber die Trägheits- 
gruppe, g=p*, f=1. Es war stets g=g’gQ’, wo g’ ein Divisor von g—1 
ist. Wir haben folglich 9°=g’g°, daraus ergibt sich b=0, und 9* ist des- 
halb in g—1 enthalten. Das dürfte der kürzeste und natürlichste Beweis 
des wichtigen Satzes sein (vgl. z. B. Hilbert, B., S. 342). 
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Wir betrachten nun einen zyklischen Körper des Grades 9°, dessen 
Diskriminante nur durch g teilbar ist. Es ist also g—1 durch p“ teilbar. 
Einen solchen Körper finden wir unter den Kreisteilungskörpern; denn aus 
der Gleichung @=1 entspringt ein Körper des Grades g—1, der selber 
zyklisch ıst und deshalb einen zyklischen Teiler des Grades 7* enthält. 
Diesen Körper nennen wir P. Seine Diskriminante ist eine Potenz von g. 
Ich behaupte, daß es einen zweiten Körper dieser Art nicht gibt: Wäre 
P, ein zweiter Körper, so wäre das Produkt von P und P, ein Abelscher 
Körper des Grades p’(b>a), dessen Diskriminante gleichfalls eine Potenz 
von gq sein würde. Dieser Körper wäre nicht zyklisch, denn sonst könnte 
er nur einen Teiler des Grades p* haben, da eine zyklische Gruppe der Ord- 
nung p’ nur einen Teiler der Ordnung 2°” hat. Seine Gruppe wäre die 
Trägheitsgruppe von qg. Da ihre Ordnung nicht durch g teilbar ist, so wäre 
®=E. Es ist aber stets T/® zyklisch, also müßte die Gruppe zyklisch 
sein, was ein Widerspruch ist. Damit ist bereits die Identität einer ganzen 
Klasse von zyklischen Körpern mit Kreisteilungskörpern nachgewiesen. 


4. Der zyklische Körper p-ten Grades mit der Diskriminante »°. 


Es bleibt der zweite und schwierigere Fall zu erledigen, wo die 
Diskriminante des zyklischen Körpers p-ten Grades nur die Primzahl p enthält. 
Wenn wir an den oben dargelegten Gedankengang anknüpfen, so werden 
wir. uns Kreisteilungskörper verschaffen müssen, die mit den gegebenen 


zyklischen Körpern zu vergleichen sind. 


Ist p=2, so ist der aus —. z. 


a 


teilungskörper kein zyklischer. Er enthält, wie aus der Form der Glei- 
chung ersichtlich ist, die Zahl :, und in seiner Gruppe ist daher eine 
Substitution A der Ordnung 2, die « in —i überführt. Der dazu gehörige 
Teiler 4 enthält also nur reelle Zahlen; er ist zyklisch vom Grade 2*?, 
Dazu kommt als zweiter Teiler der rein-imaginäre quadratische Körper P(t). 
Nehmen wir den einfachsten Fall a=3, so enthält der Körper vierten 
Grades, der aus x*-H-1=0 entsteht, den reellen Teiler 4 — P(V2), ferner 
P(i) und deshalb auch P(iV2). Alle Diskriminanten sind Potenzen von 2. 
Aus den Betrachtungen des zweiten Abschnittes folgt sofort, daß es außer 
den drei genannten keinen Körper zweiten Grades gibt, dessen Diskrimi- 


nante dieselbe Eigenschaft hat. 
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Betrachten wir nun wieder den Körper des Grades 2°', so besteht 
seine Gruppe aus Substitutionen von der Form 4°B”, wo A die Ordnung 2, 
B die Ordnung 2°” hat. Zu A sollte 4 gehören, zu B gehört dann P(?). 
Die Gruppe kann aber auch in die Form 0” D° gebracht werden, wo C=AB®"" 
und D=AB ist. Da © die Ordnung 2 hat, so gehört zu C=(C”) ein 
zweiter zyklischer Körper B des Grades 2°”, Dieser Körper hat mit 4 
einen Teiler des Grades 2°"? gemeinsam. Zu D=(D?) gehört demnach der 
Körper P(iV2), und B besteht nicht nur aus reellen Zahlen, aber alle in 
ihm enthaltenen reellen Zahlen bilden einen Teiler des Grades 2°? der 
auch ın 4 enthalten ist. Gäbe es außer 4 und B noch einen weiteren 
zyklischen Körper des Grades 2°” mit einer nur durch 2 teilbaren Dis- 
kriminante, so ist er entweder reell oder imaginär. Im letzteren Falle 
enthält er außer jeder Zahl a-+bi auch die konjugierte a—bi; die Sub- 
stitution seiner Gruppe, welche die eine in die andere überführt, ist von 
der Ordnung 2 und gehört zu einem reellen Körper des Grades 2°”, So 
haben wir aus dieser Betrachtung folgendes Resultat gewonnen: 

Es gibt drei zyklische Körper 2-ten Grades mit nur durch 2 teilbarer 
Diskriminante; es sind der reelle Körper P(V2) und die imaginären P(k) 
und P(iY2). Das sind Kreisteilungskörper. Hat dagegen der zyklische 
Körper den Grad 2°, wo a>1 ist, so besitzt er einen reellen Teiler min- 
destens vom Grade 2°-!, enthält also jedenfalls den Körper P(Y2). 

Von nun an sei p>2 und 4 ein zyklischer Körper p-ten Grades 
mit der Diskriminante 7°. In ihm ist 7=pP, wo p das durch die oben 
erhaltene Zahl « definierte Hauptideal ıst. Die Gruppe X von 4 ist die 
Trägheitsgruppe von p, und da ihre Ordnung gleich 9 ist, auch die Ver- 
zweigungsgruppe von 9. Demnach ist r=1“ (mod @*). Jeder Faktor von 
f(z) ist mindestens durch «* teilbar, und Nf(r) oder 4, mindestens durch 
p’®"®, Es wird sich später ergeben, daß 4, genau gleich 9» ist (vgl. 
unten (4.)). 

Ferner sei B der Körper der p-ten Einheitswurzeln vom Grade p—1. 
Wir können in derselben Weise schließen, daß seine Diskriminante In 
=pP? ist. 

Aus 4 und B bilden wir nun jenen Abelschen (sogar zyklischen) 
Körper P des Grades p(p—1), der seit den Zeiten von Lagrange in der 
Algebra und der Zahlentheorie eine so wichtige Rolle gespielt hat. Seine 
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Gruppe & ist das Produkt aus einer Gruppe &©=(*) von der Ordnung p 
und einer Gruppe R=(R*) der Ordnung p—1, wo 4 zu®R undB zu& 
gehört. In 4 war p genau durch a? teilbar. Ist e eine p-te Einheits- 
wurzel und bezeichnen wir 1—o mit ß, so ist in B die Primzahl p gleich 
der (?—1)-ten Potenz des durch £ bestimmten Hauptideals.. Für P ist & 
die Trägheitsgruppe von 9, also p=p’®=®, daher ist e=pP! und A=pP, 
und p ist das durch £ bestimmte Hauptideal. 


Wir bestimmen die Diskriminante / von P. Zu dem Zwecke bilden 
wir f(r) in doppelter Weise nach den Vorschriften des ersten Abschnitts. 
Einmal sei die erste Zeile (7— 1°) (r—1*)...(—ı”). Die übrigen Zeilen 
bilden, wenn wir zu Nf(r) übergehen, 4_,=p’?"”. © ist die Verzweigungs- 
gruppe von p, also ist z—ı°” durch p* teilbar, wo a> 2 ist. Gehen 
wir auch hier zur Norm über, so wird 4=p*P="+r@®, Andererseits können 
wir f(r) auch anfangen lassen mit (T—1*)(T—1*)...(7— 1”), Aus den 
übrigen Zeilen ergibt sich 437">p*"". Von den Faktoren r— 1? 
nur durch p teilbar, demnach wird jetzt 4>p”"—"+??, Vergleichen wir 
die erhaltenen Werte, so muß a(p—1)+p(p—2)>2(p—1)’+p—2 sein 
oder a>p. Ist demnach u eine beliebige Zahl in P, so haben wir das 
später wichtig werdende Resultat, daß u—u° durch p? teilbar ist. Hiermit 


stellen wir die Tatsache zusammen, daß durch $ die Zahl « in «° über- 


* ist jeder 


geht, wo a=esa® ist, so daß a—e”=«(s—1) durch «* teilbar ist, also 
e—1 durch «& oder pr, 

Für den Körper 4 bilden wir die,Resolventen von Zagrange. Ist w 
eine primitive Zahl von 4, so sei 


(1.) I=W+owW+ow" +... + oa; 
daraus folgt dann 

(2.) = AS, 
und daraus 

(3.) pP — PS. 


„ ist eine von Null verschiedene Größe, die nach (2.) keine Zahl 
von B ist, dagegen ist nach (3.) 4? eine solche Zahl, die wir p(o) nennen 


ee 
wollen. Wir können also setzen: A=Yy(e). Ist A durch eine Zahl von 


B teilbar, so lassen wir einen solchen Faktor weg. (Es kann z. B. leicht 
gezeigt werden, daß der Faktor ß stets in A enthalten ist.) 
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Die Era R kann so gewählt werden, daß sie oe in o* über- 


führt; aus = voR ) soll dabei 4’ = Ya *”) werden. Es folgt dann aus (2.): 
=’ (2’)”, 

Ferner ist (4P”?4’)’=4??) und folglich eine Zahl von B. Dieses Resultat 

kann benutzt werden, der Zahl A eine besonders vorteilhafte Eigenschaft 


zu verschaffen. A sollte nicht durch / teilbar sein; es ist aber möglich, 
“ 


daß A noch durch p Da ist. Ist nun A=Yg(e) genau durch p? teilbar 


(b<-p), so ist auch 4 = Vo(e ) durch p? teilbar und das Produkt (4””°7/)A 
genau durch p??” oder P*. Produkt kann keine Zahl in PB sein, denn 
in der Klammer steht eine solche Zahl, und dann würde auch 4 ın B 
liegen, was ausgeschlossen ist. Dividieren wir die so erhaltene Größe durch 
P?, so erhalten wir eine neue Größe A, die nicht durch p teilbar ist und 
der Bedingung (2.) genügt. Eine solche Größe A legen wir der weiteren 
Untersuchung zugrunde. 


a 


_ | it 
Die Gleichung u —( liefert uns einen zyklischen Kreisteilungs- 


körper des Grades p°""(p—1), der einen zyklischen Teiler des Grades 9°" 
enthält. Die ne urn sind sämtlich Potenzen von 9. Ist insbe- 





sondere «=2, so ist = a die Gleichung des Körpers P, der aus B 


—1 

und dem Kreisteilungskörper 4, besteht, den wir mit 4 vergleichen 

wollen. Setzen wir 2° =y, so können wir die Gleichung von P schreiben: 

HP re + y+l=lyoo)ly—e?)-(y—g”). Daraus ergibt 
p 


sich z. B. 2=Ye*, und jede dieser Größen kann für A gewählt werden. Diese 
4 sind sämtlich Einheiten; aus Sätzen, die Kummer bewiesen hat (vgl. 
Weber, Bd. II, S. 751), läßt sich folgern, daß das mit den eben dargelegten 
Eigenschaften von A in ursächlichem Zusammenhang steht. Das ist der 
Weg, auf dem Herr Weber seinen Beweis führt; auch Herr Mertens benutzt 
diese Kummerschen Sätze. 

Gehört nun A wieder zu 4, so ist A=a (mod p), wo a eine ganze 
rationale Zahl ist, denn p ist ein Primideal ersten Grades. Demnach ist 


4—a teilbar durch p, oder weil p das durch £ bestimmte Hauptideal ist, 


l—a= uL; hier ist «u eine ganze Zahl in P. Wenden wir darauf S an, 


so ergibt sich 


13* 
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va oder ge "I—a=u—. 


Aus der ersten und dritten Gleichung folgt 
al=o(e(u®—u)—u(l—e)) oder 
(4.) ou(l—e)=—alt+gs(u’—u). 

Die rechte Seite ist hier genau durch p?”" teilbar, also auch die linke; 
folglich ist # nicht mehr durch p teilbar. Betrachten wir statt A die zu- 
gehörige Zahl p, so folgt aus (A—a)’=1,—a” (mod p) wegen = und 
a’=a (modp), daß 9—a durch /, aber nicht durch £? teilbar ist. 

Das ist aber hinreichend, um zu zeigen, daß nur ein einziger 
Körper 4 existiert, der demnach mit 4, identisch sein muß. Sind näm- 
lich 4 und 4, verschieden, so ist ihr Produkt ein nicht zyklischer Abel- 
scher Körper des Grades p”. Ein solcher enthält, wie die Betrachtung 
seiner Gruppe zeigt, p+1 zyklische Körper 4, 4,,Asg,...4,. 
sprechen die p+1 Zahlen Y(e), die wir mit (eo), Y1(e),...9,(e) be- 
zeichnen wollen. Wir hatten gezeigt, daß ,(e)=e gewählt werden kann. 
Ist w eine beliebige Zahl von B, die nicht die p-te Potenz einer Zahl in 


Ihnen ent- 


p 
B ist, so bestimmt die Größe Vy einen Körper P des Grades p(p—1), 
der B als Teiler enthält. Eine solche Größe ist für jedes k: o*p(e). Der 
entsprechende Körper P ıst ein Teiler des aus 4,4, und B entspringenden 
Abelschen Körpers; er ist also selber ein Abelscher Körper und muß mit 
dem Produkt aus irgendeinem 4, und B identisch sein. Es darf demnach 
p.(0)=eo"Y(e) gesetzt werden. 

Nun ist o=1—-Pß, e=(1—P)’=1—2ß (mod ?) und allgemein 
o'=1—kfß (mod f*). Ferner hat 9 die Eigenschaft, daß 1,%,ß?,... BP”? 
eine Basis der ganzen Zahlen von B bilden; folglich ist 9=a + a, ß (mod P?), 
wo a, nach den obigen Ausführungen nicht durch p7 teilbar sein kann. 
Ist aber k so gewählt, daß ,—ka=0 (modp) ist, so ist e"Y(o)=a 
(mod /*), was wir als unmöglich nachgewiesen haben. Dieser Körper A, exi- 
stiert demnach nicht; da aber das Bestehen der p-+ 1 verschiedenen Körper 
4 aus dem Vorhandensein von zwei unter ihnen notwendig folgte, so ist 
diese Voraussetzung falsch, und wir haben bewiesen: 

Es gibt nur einen zyklischen Körper des Grades p, dessen Diskri- 
minante eine Potenz von p ist. Dieser ist ein Kreisteilungskörper. 

Allgemein können wir unsere Resultate so zusammenfassen: 
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Die zyklischen Körper des Grades p*, deren Diskriminante nur durch 
p teilbar ist, sind für a=1 Kreisteilungskörper; für a>1 enthalten sie einen 
Kreisteilungskörper p-ten Grades, der stets, auch im Falle p=2, reell. ist. 

Daß diese Körper selber Kreisteilungskörper sind, beweisen wir, 
indem wir gleichzeitig die ganze Untersuchung auf eine breitere Grundlage 
stellen. 


5. Produkte von zyklischen Körpern und Kreisteilungskörpern. 


Das Produkt zweier zyklischer Körper ist ein Abelscher Körper. 
Die Gruppe eines Abelschen Körpers hat die wichtige Eigenschaft, daß sie 
sich durch eine Basis darstellen läßt, d.h. es lassen sich Elemente A, B,(,... 
so auswählen, daß jedes Element sich auf eine und nur eine Weise in der 
Form AB’... schreiben läßt, wo die a,b,... positive ganze Zahlen sind. 
Es läßt sich ferner stets so einrichten, daß die Ordnungen von A,B,... 
Primzahlpotenzen sind. Lassen wir ein Element aus dieser Basis fort, 
etwa A, so bilden die übrigen eine Gruppe, zu der ein zyklischer Körper gehört, 
dessen Grad mit der Ordnung von A übereinstimmt. Die so entstehenden 
zyklischen Körper sind teilerfremd, ihr Produkt ist der gegebene Abelsche 
Körper. 

Auf diesen Sätzen baut sich die zahlentheoretische Behandlung 
Abelscher Körper auf. Wir machen davon für den Beweis eines algebrai- 
schen Hilissatzes Gebrauch: 

Haben zwei zyklische Körper A, und A, des Grades p* einen größten 
gemeinsamen Teiler A’, so ist ihr Produkt A auch das Produkt von A, und 
einem teilerfremden Abelschen Körper niedrigeren Grades als p**). 

Wenn zwei Normalkörper die Grade r, und r, haben, wenn ihr 
Produkt den Grad r und ihr größter gemeinsamer Teiler den Grad r’ hat, 
so besteht die Gleichung r,rz,=rr’. Für uns habe „4° den Grad 9°”, dann 
hat 4 den Grad p**’. 4 habe die Gruppe ©, 4, gehöre zu der Unter- 
gruppe 9 von &; da 4, zyklisch ist, so gibt es eine Substitution @ in ©, 
so daß 

G=H+HE+HR + + HE 
wird. @ hat demnach eine Ordnung >p*. Die Basis von © enthält dann 


*) Vgl. Weber, dieses Journal Bd. 132, S.168 und Math. Ann. Bd. 67, S. 42. 
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ebenfalls ein Element A, dessen Ordnung >p* ist, denn aus Elementen 
von niedrigerer Ordnung würde sich @ nicht zusammensetzen lassen. Die 
übrigen Elemente der Basis bilden eine Gruppe der Ordnung <p’; dazu 
gehört ein zyklischer Körper des Grades >p*. Ist der Grad >p*, so folgt 
aus der Gleichung r,r,=rr’, daß dieser Körper mit 4, sowohl wie mit 
A, einen Teiler gemeinsam hat, dessen Grad mindestens p®”+! ist. Da er als 
zyklischer Körper nur einen Teiler dieses Grades haben kann, so wäre das 
auch ein gemeinsamer Teiler von 4, und 4,, was unserer Voraussetzung 
widerspricht. Deshalb ist die Ordnung von @ gleich 9°, und & ist das 
Produkt der beiden teilerfremden Gruppen 9 und ©, =(6*). Zu ©, gehört 
ein Abeischer Körper A, des Grades pP <p*. Damit ist der Hilissatz be- 
wiesen. Es kann auch leicht gezeigt werden, daß 5 eine zyklische Gruppe, 
also 4, ein zyklischer Körper ist. 

Wir können jetzt die Untersuchung des vorigen Abschnittes zum 
Abschluß bringen: 4, sei wieder der zyklische Kreisteilungskörper des 
Grades p*, dessen Diskriminante eine Potenz von p ist (für 9=2 der reelle 
Körper dieser Art), 4, ein anderer Körper desselben Grades mit derselben 
Eigenschaft. Wir haben gezeigt, daß beide mindestens einen Körper p-ten 
Grades gemeinsam haben. Der Körper 4, hat dann einen Teiler p-ten 
Grades, dessen Diskriminante gleichfalls eine Potenz von p ist; er würde 
also zu 4A, nicht teilerfremd sein können, wenn p>2 ist. Das widerspricht 
aber dem soeben bewiesenen Satz. Ist p=2, so gilt entweder dasselbe, oder 
es ist 4, einer der Körper P(i) oder P(iV2). In jedem Falle aber ist be- 
wiesen, daß alle diese Körper Kreisteilungskörper sind. 

Dem ersten Hilfssatz stellen wir nun einen zweiten an die Seite. 
Es handelt sich immer um zyklische Körper des Grades p*. Die Kreis- 
teilungskörper sollen von nun an immer mit P bezeichnet werden. Damit 
alle Diskriminanten eines zyklischen Körpers vom Grade p* durch eine 
Primzahl g teilbar sind, ist notwendig und hinreichend, daß die Diskri- 
minante seines Teilers vom Grade p durch g teilbar ist. Solche Primzahl 
q will ich in Anlehnung an eine bekannte Bezeichnung eine totalkritische 
Primzahl des Körpers nennen. Der zyklische Kreisteilungskörper des 
Grades 9°, dessen einzige totalkritische Primzahl p ist, sei P,; für ? =2 werde 
der reelle Körper dieser Art so bezeichnet. Daraus wird dann auch die 
Bezeichnung P, erklärt; wir haben im dritten Abschnitt gesehen, daß g—1 
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durch 9* teilbar sein muß. Zyklische Körper desselben Grades nennen 
wir kurz „zugehörige Körper“. Dann können wir den zweiten Hilfssatz 
so aussprechen: 

Hat der zyklische Körper A, des Grades p* die totalkritische Prim- 
zahl q, so ist das Produkt von A, und dem zugehörigen Körper P, immer 
auch das Produkt von P, und einem Abelschen Körper von nicht höherem 
Grade, dessen Diskriminante nicht durch q teilbar vst. 

Aus 4, und P, entspringt der Abelsche Körper 4, dessen Grad 
p**” ist, wo b<{a ist. Da der Grad nicht durch g teilbar ist, so ist die Ver- 
zweigungsgruppe von g gleich E, und die Trägheitsgruppe von g ist des- 
halb eine zyklische Gruppe T. In dem Beweise zum ersten Hilissatze 
war gezeigt worden, daß die Gruppe von .4 zyklische Untergruppen höch- 
stens von der Ordnung 9* haben kann. Der Trägheitskörper von g hat 
deshalb mindestens den Grad 9°. Da aber seine Diskriminante nicht durch 
q teilbar ist, so ist er zu P, teilerfremd; das Produkt beider hat mindestens 
den Grad »“*?’, also als Teiler von 4 genau diesen Grad. Deshalb hat 
der Trägheitskörper von g genau den Grad p?, und 4 ist das Produkt von 
P, und diesem Trägheitskörper, der die im Hilfssatze verlangten Eigen- 
schaften hat. 


6. Der allgemeine Abelsche Körper. 


Zu Anfang des vorigen Abschnittes wurde bemerkt, daß jeder Abel- 
sche Körper das Produkt von teilerfremden zyklischen Körpern ist, deren 
Grade Primzahlpotenzen sind. Nur für solche Körper braucht daher der 
Beweis erbracht zu werden. Von ihnen handeln die soeben abgeleiteten 
Hilfssätze, die wir zusammenfassen können in dem Satz: Jeder zyklische 
Körper des Grades p" kommt in einem Abelschen Körper als Teiler vor, 
der aus einem Kreisteilungskörper und einem Abelschen Körper einfacherer 
Art gebildet werden kann. Diesen letzten Körper will ich kurz den Ergänzungs- 
körper nennen. 

Hat nun A vom Grade p* die totalkritische Primzahl g, so gibt 
es einen Ergänzungskörper, dessen Diskriminante nicht mehr durch g teil- 
bar ist. Er kann wieder in teilerfremde zyklische Körper zerlegt werden, 
die in derselben Weise wie 4 behandelt werden können. Die Grade der 


Ergänzungskörper sind niemals größer als p*. Schließlich geht aus diesem 
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Verfahren ein Ergänzungskörper hervor, in dem nur noch p totalkritische 
Primzahl sein kann. Auf ihn, bzw. auf seine zyklischen Teiler wird nun 
der erste Hilfssatz angewandt. Es ergibt sich dabei ein Ergänzungskörper, 
dessen Grad kleiner als p* ist: Denn wenn 4 nur die totalkritische Prim- 
zahl p hat, so hat sein Teiler p-ten Grades eine nur durch 9 teilbare Dis- 
kriminante, ist also ein Kreisteilungskörper, und 4 hat mit dem zuge- 
hörigen Körper P, einen gemeinsamen Teiler. Der Fall p=2 macht hier 
keine Ausnahme, denn für «>1 hat 4 einen reellen Teiler zweiten Grades; 
für a=1 dagegen brauchen wir den ersten Hilfssatz nicht, der zweite allein 


führt auf lauter Kreisteilungskörper. 

Die zyklischen Körper des Grades 9”, a@<<a werden nun in der- 
selben Weise weiter behandelt; schließlich muß das Verfahren auf Körper 
p-ten Grades führen, die sämtlich Kreisteilungskörper sind, wenn es nicht 
schon vorher aus demselben Grunde abgebrochen werden konnte. In dem 
Produkt aller benutzten Kreisteilungskörper ıst dann der gegebene Abel- 
sche Körper als Teiler enthalten. 
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Über die explizite Darstellung aller rationalen 
Lösungen einer quadratischen binomischen Kongruenz 
mit Hilfe der Idealfaktoren des Modulus. 


Von Herrn L. v. Grosschmid in Budapest. 


Aus den Elementen der Theorie der quadratischen Zahlkörper ist bekannt, 
daß eine rationale ungerade Primzahl p ((D,p)=1 angenommen) im Körper 


Pa ihren Primcharakter behält oder aber als Produkt zweier konju- 
gierter Primideale ersten Grades dargestellt wird, je nachdem das Legendresche 
Symbol ()--1 oder =-+1 ausfällt; dabei bedeutet D die Grundzahl 


ur; ER 2 D a 3 
oder Minimal-Diskriminante des Körpers. Wenn weiter wi -+1 ıst und 


wenn man die zwei rationalen Wurzeln von 2°=D (mod p) kennt, so hat 
man auch die zwei Idealteiler von (p), und zwar in kanonischer Form. 
Die folgenden Zeilen haben nun den Zweck, eine Art Umkehrung des eben 
erwähnten elementaren Zusammenhanges klarzulegen, nämlich zu zeigen, 
auf welche Weise die Kenntnis aller Primideale eines jeden quadratischen 
Körpers zur Darstellung aller rationalen Lösungen einer beliebigen bıno- 
mischen Kongruenz zweiten Grades führt. 
Man betrachte die rationale Kongruenz 
(1.) =r (mod ?2*m), 


in welcher k>0, m=/Tpfi eine beliebige ungerade natürliche Zahl bedeutet, 
See, i=1 


während (r,2'm)=1 und r als quadratischer Rest von 2'm angenommen 
wird. Die Aussage (1.) ist gleichbedeutend mit den zwei folgenden: 
(2%) =r (mod?*), «=r (mod m). 
Ist nun k>>0, so muß laut Annahme r= +1 (mod 4), also — mit 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 2. 14 
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Benutzung des Jacobischen Symbols — r,=r+ (—)m gerade und außer- 
dem =2 (mod 4) sein, d.h. r, hat die Form g?.r,, wo g? das größte in 
r, enthaltene Quadrat und auch r,=2 (mod 4) ist. Da aber r,=r (mod m) 
ist, so bleibt (r,,m)=1 und r, Rest von m; (1°.) geht daher über in 
(1’.) #=r (mod2?),, "=r=r,=gr, (modm), (r==2 (mod 4)). 
Ist aber k=0, so fällt in (1°.) die erste Kongruenz weg, und wenn 
zu - R Di —1 
dann r=0 (mod 4) wäre, so kann man setzen ul a DE era 


wodurch alles auf den vorigen Fall zurückgeführt ist. 


Infolge von C)=-6G)= =) - (A) - = +1 (=1,2,...n) 


hat man in 2(#)=.2(Vr,) für m die Idealzerlegung (m) = Ipsipf“. Es 
rn 


ıi= 





bedeute ferner p, indefinite p, oder p;, und wir setzen wu, = IIpfi, wo 
der Index A sich auf die A-te Wahl bezieht, in der in TOR a1 Reihen- 
folge für die p, unabhängig voneinander p, oder aber p; geschrieben wurde. 
Die Anzahl der so gewonnenen verschiedenen u, ist 2”, welche aber — 
wie leicht zu sehen — in konjugierte Paare vom Typus «, , u, gruppiert werden 
können, und die Anzahl dieser verschiedenen Paare ist also 2""!; da end- 
lich für jedes A (m)=u,-u, ist, so haben wir die folgenden 2"! ver- 
schiedenen Zerlegungen für (m): (m)=u, uw, (h=1,2,...2""). 

Man sieht ohne weiteres ein, daß ((9#),(m))=(1) sein muß, da 
anderenfalls z. BB g9=m=0 (mod $) und daher auch 99=0 (mod %) 
wäre, d.h. (g #)in [B,P’]=(pi-p%--- *) =(P,) enthalten sein müßte, wo 
t5tg,...1, eine Kombination s-ter Ordnung aus den Elementen 1,2,...n 
bedeutet und 1,<e, ,...,t,<e,, ist; dies gesetzt, müßte aber g9=w.P: 
sein, mit ganzzahligem w aus 42(0), d.h. ?#®=w’P?=r,, daher also w 
auch rational und ganzzahlig, der Annahme (r,,m)=1 widersprechend. 
Aus dem Gesagten folgt, daß die lineare Kongruenz-Substitution 


(«.) z=40.5 (mod m) 
eine eindeutige ist, d. h. daß zu verschiedenen &-Werten auch verschiedene 
x-Werte gehören mod m, und vice versa.. — Durch («.) geht die zweite 
Kongruenz von (1’.) in 

(I.) ®=1 (mod m) 


über. 
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Es sei nun f die Klassenanzahl der Ideale im Körper £2(#); dann 
hat man sicher — eventuell auch schon für f,<f=0 (mod fı) 

u“,=(},) und w,'=(4,), 
wo A,,A, konjugierte ganze Zahlen aus (2(#) sind*). 

Da (u,,ı,)=(1) ist, so muß auch ((A,),ı4)=((4,),u,)=(1) sein, 
während A,-4,=0 (mod m) ist. 

Jetzt definieren wir die arithmetische Funktion #(4,,4,) durch 
folgende Kongruenz: 

(A.) P(1,,4)z4f 4m —1,P@m (mod m). 

Mit dem so eingeführten & betrachte man das Wertsystem 
(I) X,=e[(#)"[g0.D(1,,1,)—E]+E! (mod 2"m), 
k>0;8= H+tl;he1,...2 0 71;g=1,2,...2%0) 

worin E nacheinander alle inkongruenten rationalen Wurzeln von «’=r 
(mod 2*) durchläuft, und o die Anzahl der mod 2* verschiedenen Lösungen 
dieser Kongruenz bedeutet; diese Lösungen können, wie bekannt, bei be- 
liebigem k>0, durch Auflösung einer Reihe linearer Kongruenzen, also 
explizite gefunden werden. 

Ich behaupte nun, daß die X, — deren Anzahl 2".o ist — die 
gesuchten Darstellungen aller mod 2*m inkongruenten rationalen ganzen 
Lösungen von z’=r (mod 2*m) liefern. 

Zu diesem Ende muß ich beweisen, daß die nachstehenden Relationen 
allgemeine Geltung haben: 

a) X/=r (mod 2*m), 0=1,2,...2"0) 

b) X,#X, (mod 2m), wenn nicht g,=9, d. h. gleichzeitig &, = &,, 
h‚=h,, EÄR=E, (mod 2%) ist, 

c) X,= einer rationalen ganzen Zahl. 

Um diese Aussagen zu verifizieren, verfahren wir wie folgt: Sind 
die Kongruenzen (1*.) gleichzeitig erfüllt, so ist auch a) wahr. Nach 
dem Modulus 2* genommen, ist das evident, da alsdann aus (II.) folgt: 
X=E’=r (mod 2*); nach dem Modulus m bekommen wir: 

X,=r-[$b(4,,1,)P (mod m); 





*), Es ist auch leicht zu zeigen, daß man in der Kongruenz ®=r (mod m), 


3 
r immer von solcher Konstruktion annehmen darf, daß f=2-2(5) wird, mit 
1 


D<0, P=-7, (s,P)=1, << 


gr 
a 
14° 
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da aber 
tw —I1=0 (mod), Arm —1=0 (mod u,), 
so muß auch 
ee _ 1) rem — 1) a Pa Er Hk 2 FE0E 1— (rw + A, rum) 
=1— Wr =0 (mod m) 

sein; folglich ist 

[D(a,,) = re + ee 2. uw. yrew=1 (mod m) 
und schließlich 

AÄ/=r (modm), 

wie hehauptet wurde. 

Um den Beweis von b) zu führen, sei erstens &, +8; sollte dann 
X,=ÄX,, (mod2"m) sein können, so müßten wir haben 

$(i,,4,)=—-P(},,%,) (mod m); 
ist nun hh=h,=h, so bekommt man 1=0 (mod u), was augenscheinlich 
absurd ist; ebenso, wenn Ah,+h, ist, wird, — da 
ge re=] (mod u,) 
ist —, 
Ye =0 (mod u,); 
es ist aber nach Annahme «, +u,, und u, ,«,, enthalten beide eine gleiche 
Anzahl von Primidealfaktoren, also hat «, bestimmt einen Primidealfaktor 
n,, der nicht in w,, aufgeht; aus der letzten Kongruenz folgt aber, daß 
diesen auch (A, ) = «,, also auch «,, enthält, woraus der Widerspruch klar 
wird. Es muß also bei der über X,,X,, gemachten Annahme &, =, sein. 
Ist nun E,#E, (mod 2") und trotzdem X, =X, (mod 2m), so müßte 
nach (II.) auch Z,=E, (mod 2*) sein, gegen die Prämissen des Satzes. 
Endlich werde also 2 =, EÄ=E, (mod 2*), h,+h, und X, =X,, (mod 2*m) 
angenommen. Man bekommt aus (II.), ähnlich wie früher, 2(4, ,,,)= 
P(},,%,,) (mod m), woraus mit Rücksicht auf die Kongruenz 
ei) ml (mod u), 
folgt, daß 
yrh=0 (mod u) 

sein muß; da aber u, +u,, so ist die oben in dem analogen Falle ange- 
wandte Schlußweise wörtlich anwendbar; damit ist b) in allen Teilen 
bewiesen. 


Um die Wahrheit von c) einzusehen, braucht man nur A, =a, +b,-®, 
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 =a,—b,:0 zu setzen, worin die a,,b, rational und ganz sind, und, mit 
Rücksicht auf die Gleichung y(u,)=y(w), 0:$b(4,,i,) nach dem bino- 
mischen Lehrsatze zu entwickeln. Dadurch tritt in Evidenz, daß die rechte 
Seite von (1I.) nur formell nicht-rational ist, worin eben der Beweis von 
c) besteht. 

Endlich beachte man, daß in dem speziellen Falle, wo es sich um 
die Darstellung der Lösungen von 

=1 (mod 2*m) 

handelt, analoge detaillierte Betrachtungen zum folgenden Wurzelsystem 


führen: 
X,=E +[#$(a,b)— E].2'" 
= &(a,b)+[E— &(a,b)]-m?" (mod 2’ m), 
wo E die Reihe der Wurzeln von x«®=1 (mod 2”), während die rationalen 


sanzen Argumente a,b alle verschiedenen Zahlenpaare, für welche «-b=m, 
(a,b)=1 ist, durchlaufen; dabei sind aber die zwei Zerlegungen a-b und 
b.a als nicht identisch zu betrachten. 
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Über kürzeste Abstände und einen verallgemeinerten 
Krümmungsbegriff in der Theorie der Raumkurven 


und Flächen. 
Von Herrn W. Fr. Meyer in Königsberg i. Pr. 





Den Untersuchungen*), über die im folgenden kurz berichtet wird, 
liegt eine Verallgemeinerung des üblichen Krümmungsbegriffes für Raum- 
kurven zugrunde. 

Man ordne jedem Punkte P einer reellen Raumkurve c eindeutig 
eine durch ıhn gehende reelle, in bestimmtem Sinne gerichtete Gerade g 
zu, so daß diese Geraden g eine willkürlich durch c gelegte Regelfläche (g) 
erzeugen, deren Striktionslinie mit c, bezeichnet sei. Ferner sei dv, der 
Kontingenzwinkel zwischen g und der einem zu P benachbarten Kurven- 
punkte Q zugehörigen Erzeugenden und ds das Bogenelement von c, so 
stellt der Grenzwert RR. | 

1, ds 
zügliche (erste) Krümmung“ von c in P dar. 

Sind @,,ß,, 4,, die auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem be- 
zogenen Richtungskosinus von g, als Funktionen des Bogens s gedacht, über 


deren Stetigkeit, Differenzierbarkeit usf. die erforderlichen Voraussetzungen zu 


‚ bis auf das Vorzeichen, die „aufg be- 


*), Vgl. die ausführliche, im Verlag von B. @. Teubner in einiger Zeit erscheinende 
Bearbeitung, auf die auch bezüglich weiterer literarischer Nachweise verwiesen sei. Der 
Verfasser hat den Gegenstand zuerst in einer Vorlesung vom Sommer 1907 behandelt; 
weitere Ausführungen bringt die Königsberger Dissertation von B. Arndt „Über die 
Verallgemeinerung des Krümmungsbegriffes für Raumkurven‘“ (1908), s. auch den Aus- 
zug in den Wiener Monatsh. f. Math. u. Phys. 1909. 

Die Entwickelungen des Textes lassen sich auch mit einigen Modifikationen 
auf das komplexe Gebiet übertragen. 
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machen sind, und gibt ein Akzent stets die Differentiation nach san, während 
das Zeichen &, wie üblich, die Summation über die drei Koordinaten an- 
deutet, so ergibt sich für k, bei Anwendung der bekannten Methode: 
a 1 ı2 
(1%.) h,=,.=V2u, 
Dieser Wert geht im besondern über in die gewöhnliche oder ‚„kanonische‘“ 





(erste) Krümmung = —Vxa”, wenn man die Richtung («,, P,,7,) von 
g- mit der positiven (einem positiven ds entsprechenden) Richtung («,/,y) 
der Tangente t in P zusammenfallen läßt. 

Solange g als eine primäre Richtung betrachtet wird, empfiehlt es 
sich, %, (1.) als positiv anzunehmen, während für gewisse, aus g abge- 
leitete Richtungen das Vorzeichen der Quadratwurzel in (1'.) vorbehalten 
bleibe. Wie zur Tangente it, gehört auch zu einer beliebigen Richtung 
g durch P ein „begleitendes Dreikant‘“. 

Man lege zu dem Behuf durch ?P eine Parallele zu der benachbarten, 
durch @ laufenden Erzeugenden, so bestimmt diese Parallele zusammen 
mit g eine Ebene $,, die „zu g gehörige Schmiegungsebene‘, deren Glei- 
chung, in leicht verständlicher Abkürzung, lautet: 


(2°.) I,=|$--7,0,0%|=0. 
Hier bedeuten x,y,2 die Koordinaten von P, $,n,{ die eines laufenden 


Punktes der Ebene. Die in 3, durch P senkrecht zu g gezogene Gerade 
h, heiße die „Hauptnormale von g“; für ihre Richtungskosinus /,,m,,n, gilt: 


(3.) era m, =r,ß: rn STYo 
wobei durch das positive Vorzeichen von r, zugleich der positive Sinn von 
h, festgelegt werde. 
Das Lot b, von 3, in P liefert die „Binormale von g‘; legt man 
den positiven Sinn von b, dadurch fest, daß die Richtungskosinus 4,, u,,v, 


von b, an die Relation: 


(4.) LARM = +1 
gebunden sind, so hat man für die A,,u,,», die Werte: 
PB; Yora %, 
5. 2, en g ZA u g 
er in 

















Die drei positiven Richtungen von g,h,,b, bilden ‚das g begleitende Drei- 
kant“ der Kurve; die beiden weiteren Ebenen desselben außer 8, sind 
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die „rektifizierende Ebene“ P,(g,b,) und die ‚„Normalebene‘“ N,(h,,b,) von 


g, deren Gleichungen lauten: 
(.) P=5-7,1,0=0; (2) N =5—r,l,,4,|=0. 


Die zu h, gehörige, ebenfalls positiv zu nehmende Krümmung f,=- 





%y 
. 1 wr 
(1 .) „== +lz 
heiße die „Totalkrümmung von g“, und die zu b, gehörige Krümmung x, = . 
9 
(1”.) 2, . [i un +V/x7? 
09 


die „zweite Krümmung von g“. 
Die drei Krümmungen von g unterliegen der Relation: 


(6.) u=b+%,, 
während sich z, einschließlich des Vorzeichens berechnet aus: 
1 
auen a TREE 
(7.) I, 0,8,0, | 1,0%, 


und f, auf Grund von (1‘.) und (7.) bestimmt wird. Für die ersten Ab- 
leitungen der Richtungskosinus von g,h,,b, gelten „die verallgemeinerten 
Frenetschen Formeln‘; indem wir uns von jetzt ab der Kürze halber stets 
auf die erste von drei, den drei Koordinaten korrespondierenden Formeln 
beschränken, ergibt sich*): 

a ’ ly, h Be , e A. 

(8*.) a. (8°.) rt (8°.) ak Ta 

Wie sofort ersichtlich, gehen hieraus die ‚„kanonischen‘‘ Frenetschen For- 
meln einfach durch Weglassung des Index g hervor, und umgekehrt. 

Als „Krümmungswinkel w, von g‘‘ werde derjenige positive resp. 
negative spitze Winkel definiert, der bestimmt ist durch: 

!g 


(9.) tang w, = —. 
09 


Die ‚‚Frenetschen Formeln‘ (8.) gestatten eine einfache geometrische Deu- 
tung, wenn man sich der sphärischen Abbildung bedient, nur daß diese 
der Reihe nach auf die positiven Richtungen von g,h,,b, anzuwenden ist. 


*) Diese Formeln, nebst (1.), (6.), (7.) und anderen, lassen sich in über- 
raschend einfacher Weise auf den R,„ ausdehnen, vgl. eine kürzlich im Jahres- 
bericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 19, S. 160 (Mai 1910) erschienene 
Note, sowie zwei sich daran anschließende ebenda demnächst erscheinende Noten der 
Herren Rath und Hazzidakis. 
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Man lege etwa um den Anfangspunkt O die Einheitskugel X, vom Radius 1 
und durch O, z. B. im ersten Falle, zu den Richtungen g Parallele; deren 
Schnittpunkte @ mit der Kugel durchlaufen eine Kurve c/?, das sphärische 
Bild der Richtungen g oder auch der Regelfläche (g). 

Dann liefern die Formeln (8.) sofort eine durchsichtige geometrische 
Konstruktion der Tangente der drei Bildkurven von resp. (g), (h,), (b,); 
jeweils in dem P entsprechenden Kugelpunkte. 


Versteht man weiter unter die kanonische erste resp. zweite 


re)? oe 
9 9 
Krümmung der Bildkurve c/”, so gelten für sie die wichtigen Gesetze: 
(10°.) ro — cos w,; 10.) I=rw 
. "Du N, Bor x D,; ( .) 0 99, 
9 


von denen sich zahlreiche Anwendungen machen lassen. 


Man ziehe jetzt den, mit geeignetem Vorzeichen zu versehenden 
kürzesten Abstand d, der beiden, durch benachbarte Kurvenpunkte P,Q 
gehenden Geraden g heran. Auf Grund der Elementarformel für den kür- 
zesten Abstand zweier Geraden ergibt sich im vorliegenden Falle, wenn 
man sich die dz,... und de,,... in hinreichend weit fortzusetzende Potenz- 
reihen nach ds entwickelt denkt: 


(11.) = etgedst, ads t..,0,,0 +5 a, ds + 20/"ds’- 


Bezeichnet man ferner mit e, den, ebenfalls mit ie Vorzeichen zu 
nehmenden Abstand zwischen P und dem Fußpunkte — Treffpunkte von 
g mit der Striktionslinie c,— I/I, von d,, so gelangt man, wiederum auf 
Grund einer zweckmäßig umgestalteten Elementarformel, zu der Darstellung: 


e | 1, 1 ‚ ’ 1 „ 2 | 

(12.) a +50 ds + 6 a’ ds? + En 0,+e,ds+ 2% ds + e..,4, . 
Hier bedeuten A,,B,,C, die Richtungskosinus von d,; für sie bestehen, 
unter g einen Proportionalitätsfaktor verstanden, der sich durch die Re- 


lation 2A} =1 bestimmt, er Reihenentwickelungen: 


3 P „|ß 
13. A= B, N Lö l A 7 + pP d: Pi De 7a, 
ae 1 u; Yo v. R,y,| 98 i PD, Ys r 


Behufs vollständiger B über das Verhalten zweier benachbarter 

Geraden g zueinander ist den beiden Formelreihen (11.),(12.) noch eine 

dritte hinzuzufügen. Bezeichnet e, den Abstand des Punktes Q von der 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 2. 15 
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zu g in P gehörigen Normalebene N, (2°.), so ergibt sich ohne weiteres: 
(14.) = « +50 dst a" dst,aul,, 


wo sich das Vorzeichen von e, von selbst durch die rechte Seite be- 
stimmt. 

Den drei Formelreihen (11.), (12.), (14.) gehen zwei weitere ähnlich 
gebaute zur Seite, die entstehen, indem man g ersetzt durch ihre Haupt- 
normale h,, resp. Binormale b,. 

Der Einfachheit halber beschränken wir uns in der Hauptsache 
auf (11.), (12.), (14.). 

Denkt man sich die jeweils rechts stehende Determinante wiederum 
selbst nach steigenden Potenzen von ds entwickelt und diese Entwickelungen 
je so weit fortgesetzt, bis man zu einem ersten nicht verschwindenden 
Koeffizienten gelangt, so wird beim Grenzübergange jeder der Abstände 
d,e,e einer ganz bestimmten natürlichen (inkl. der nullten) Potenz von 
ds genau proportional. Hierbei vollzieht sich von selbst die Einteilung 
nach einem „allgemeinen Falle“ und nach ‚Besonderheiten verschiedener 
Stufen“, je nach der Natur der zugrunde gelegten Richtung g, und even- 
'tuell auch der Raumkurve selbst. 

Die verschiedenen zu (11.), (12.), (14.) gehörigen Ergebnisse findet 
man in der Tabelle*) (I.) vereinigt; es genüge daher, auf einige Momente 
von Interesse hinzuweisen. 

Da kommt in erster Linie das Hauptgesetz für die kürzesten Ab- 
stände d, in Betracht: ‚Der kürzeste Abstand d, zweier benachbarter Er- 
zeugenden einer durch eine Raumkurve gelegten Regelfläche (g) «st entweder 
(„‚allgemeiner Fall‘‘) genau der ersten Potenz des Bogenelementes ds propor- 
tional, oder aber (,‚,‚Besonderheit erster Stufe‘) der dritten Potenz von ds, 
oder endlich (,‚Besonderheit zweiter Stufe‘) er verschwindet absolut.“ 

In dem Ausnahmefalle paralleler Geraden g, d.ı. eines Zylinders 


(9), tritt zwar auch das ‚allgemeine‘ Gesetz ein, jedoch ist alsdann 
der Grenzwert °%. von spezifischer Beschaffenheit. 


ds 
Ein absolutes Verschwinden von d, findet nur in den beiden tri- 


*) Die zu diesem Auszuge gehörigen Tabellen sind am Schlusse zusammen- 


gestellt. 
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vialen Fällen statt, wenn entweder ein Kegel (g) vorliegt, oder aber die 
Kurve c in einer Ebene liegt, der zugleich die Geraden g angehören. 

Bei der Besonderheit erster Stufe*) werden die Geraden g Tangenten 
der Striktionslinie c,; man bedient sich alsdann der Ausdrücke: ‚je zwei 
benachbarte Gerade g treffen sich, die Regelfläche (g) wird zu einer ab- 
wickelbaren mit der Gratlinie c,“. 

Geht man umgekehrt von zwei benachbarten Tangenten £ irgend 
einer Raumkurve c aus, so befolgt der kürzeste Abstand d, das grund- 
legende Gesetz: 


% 11 
AR u! 2 

und die zugehörigen Abstände e,,e, die noch einfacheren: 
(16.) ar; ,=äds. 


Wendet man (15.) wiederum auf die Gratlinie c, einer durch die Kurve 
c gelegten abwickelbaren Fläche an, und sind r,,g., Krümmungsradius 
und Torsionsradius von c, im Berührungspunkte //, mit g, so besteht die 
Proportion: 


(17.) 1,20,=7.,:0,,- 


Kehren wir zu einer beliebigen Regelfläche (g) durch ce zurück, so 
sei hinsichtlich des Abstandes e,= P//, erwähnt, daß derselbe zwar ‚im 
allgemeinen“ endlich ıst, ‚im besonderen‘ dagegen je nachdem der ersten, 
zweiten und sogar dritten Potenz von ds proportional werden kann; das 
letztere tritt dann und nur dann ein, wenn die Kurve eine konstante 


Torsion 1 besitzt und zudem die Geraden g mit den Binormalen 5b zu- 


sammenfallen. 

Die zur Untersuchung der verschiedenen Fälle von e, erforderlichen 
Rechnungen gestalten sich infolge der in (12.) zu substituierenden Ent- 
wickelungen (13.) etwas kompliziert. 

Endlich sınd die Abstände &, je nachdem der ersten, zweiten, dritten 
Potenz von ds proportional. 

Wendet man die geeignet herauszugreifenden Formeln der Tabelle (I.) 


*) Denkt man sich die Regelfläche als das Primäre, wobei aber die Bedeutung 
des Gegenstandes nicht genügend hervortritt, so läßt sich das Kriterium des Textes 
in ein bekanntes umformen. 


15* 
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der Reihe nach auf die kanonischen Fälle der Tangente it, der Binormale b, und 
der Hauptnormale h an, so geht die engere Tabelle (1.) hervor, bei der jeder der 
zu einer beliebigen Geraden g gehörigen Typen wenigstens einmal vertreten ist. 

Zwischen den neun kanonischen Abständen d,e,s besteht eine 
Reihe merkwürdiger Beziehungen, die sich ohne weiteres der Tabelle (1.) 





entnehmen lassen. Umgekehrt lassen sich die beiden Krümmungen ne 
nebst dem Bogenelement ds, in mannigfaltiger Weise durch gewisse jener 


neun Abstände ausdrücken, resp. definieren. | 

Von den drei Abständen e,,e, ,e, ist nur der letzte endlich und 
führt zur „Hauptstriktionslinie“ von c, d.i. zur Striktionslinie c, der von 
den Hauptnormalen h gebildeten Regelfläche. 

Die wichtigste Spezialisierung der Tabelle (I.) tritt ein, wenn man 
der Geraden g die Bedingung auferlegt, stets auf der zugehörigen Tan- 
gente t von c senkrecht zu stehen. Für diesen spezifischen Fall mögen 
bezeichnet werden: die Gerade g mit p, ihre Richtungskosinus mit a,b,c, 
und das » begleitende Dreikant als ‚ein assoziiertes Dreikant‘“ der Kurve. 
Die Kosinus der neun Winkel, die die Kanten eines derartigen Dreikants 
mit denen des kanonischen Dreikants bilden, lassen sich einfach durch die 
Kosinus und Sinus der beiden, je in positivem Sinne zu durchlaufenden 
Winkel H=(h,p) und 7=(t,b,) ausdrücken, die selbst noch an die Re- 


lation gebunden sind: 


(18.) r, cosA-+rsint=0. 
Auch die Ableitungen HM’ und z’ gestatten eine einfache Darstellung, 
nämlich: 
(19*,) 7... wa 
"p Q r 0» 


Weiter sind von Bedeutung drei Unterfälle (A.),(B.), (F.) für die Geraden p: 
sie gehen hervor, wenn von den Kosinus und Sinus der Winkel H, r irgend- 
einer identisch verschwindet: 

(A) costr=0; (B.) sinz=cos H=0; (r.) sinH=0. 


Jeder dieser drei Unterfälle weist noch zwei gleichberechtigte Untermöglich - 
keiten auf, sodaß es genügt, sich auf je eine derselben zu beschränken. 


Die mit jedem der drei Unterfälle (A.),(B.),(f.) verknüpften spezi- 
fischen Werte der d,e,e findet man in den drei korrespondierenden Ta- 














(2) 
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bellen (A.),(B.),(T.), während der Fall ‚allgemeiner‘ Geraden p aus der 
Tabelle (II.) ersichtlich ist. 


Überdies ist jedem der drei Unterfälle eine Reihe charakteristischer 
Relationen eigentümlich. So führt die sphärische Abbildung im ersten und 
dritten Falle zu wichtigen Beziehungen zwischen den Krümmungen, näm- 
lich im Falle (A.) zu: 


(20.) em 
und im Falle (r.) zu: 

(21.) Tom rn 
Die Formelpaare (20.), (21.) gehen, wie überhaupt die beiden Fälle (A.) 
und (F.), ineinander über, falls man durchweg die Richtungen p und { 
miteinander vertauscht; dementsprechend bezieht sich auch die sphärische 
Abbildung im ersteren Falle auf die Geraden p, im letzteren auf die Tan- 
genten ? von c. 

Diese Entwickelungen über die Geraden p(__t) gewinnen eine un- 
mittelbare Bedeutung für die Flächentheorie bei der weiteren Spezialisierung, 
daß man sich durch die Raumkurve c irgendeine Fläche F derart gelegt 
denkt, daß die positiven Normalen von F in den Punkten ? von c mit 
den vorgegebenen positiven Richtungen der p übereinstimmen. Umgekehrt 
denke man sich lieber, wie üblich, eine Fläche F beliebig gegeben und 
auf ihr irgendeine Kurve c, und lasse alsdann die Richtungen p in die 
der positiven Flächennormalen längs c fallen. Das die Flächennormale p 
längs c begleitende Dreikant (p,h,,b,) heiße jetzt schlechthin ‚das asso- 
ziierte Dreikant‘“‘ der Flächenkurve. Die oben erwähnten Hilfisbeziehungen 
zwischen assoziiertem und kanonischem Dreikant gehen dadurch in solche 


über, die im wesentlichen bekannt sind, indessen dürften die Formeln 
(19.), (20.), (21.) neu sein. 

Aber auch die bekannten Formeln erhalten rückwärts bei ıhrer 
Übertragung auf ein beliebiges assoziiertes Dreikant einer Raumkurve eine 
allgemeinere Bedeutung. 

Die positive Richtung von 5, fällt nunmehr bei der Flächenkurve 
c in die positive Richtung der zu ti in P konjugierten Flächentangente {,. 
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Die beiden auf die Flächennormale p bezüglichen Krümmungen ; . mögen 
. .. . . p ®» . 
„erste, resp. zweite Normalenkrümmung*)“ von ce in P heißen; gerade ihre 


systematische Einführung darf als ein wesentliches Moment für eine Weiter- 
entwickelung der Flächentheorie angesehen werden. 

Den drei obigen Unterfällen (A.),(B.),(F.) korrespondieren jetzt die 
drei ausgezeichneten Flächenkurven: die Krümmungslinien, die Haupttan- 
gentenkurven und die geodätischen Linien. 

Die bereits öfters behandelte Frage nach dem Verhalten benach- 
barter Flächennormalen längs einer Krümmungslinie erfährt durch die Ta- 
belle (A.) eine systematische Erledigung. 

Für eine beliebige Flächenkurve c treffen sich je zwei benachbarte 
konjugierte Tangenten: der Treffpunkt durchläuft die „zu ce konjugierte“ 
Raumkurve 

Zwischen Krümmungslinien und geodätischen Linien besteht die 
oben betonte, bisher wohl wenig beachtete reziproke Beziehung zwischen 
den Fällen (A.) und (F.), die u. a. in den beiden Formelpaaren (20.), (21.) 
einen unmittelbaren Ausdruck findet. 

Die Tabellen (II.), (A.),(B.), (F.) gelten mit geringen Modifikationen 
sowohl für den allgemeineren Fall einer durch eine Raumkurve c gelegten 
Regelfläche (p), wie für den besonderen Fall einer Flächenkurve c. 

Überhaupt darf man die Regelflächen (p) als ein verallgemeinertes 
Abbild der Flächenkurven betrachten. 


Tabellen. 
Tabelle (1.) der Abstände d,,e,,e, für zwei benachbarte Erzeugende g einer 


9779? 


durch eine Raumkurve c gelegten Regelfläche. 
| (Ia.) dsZ«1,=ds cos (t,b,)(+0) (allgemeiner Fall); 
in dem Ausnahmefalle paralleler Geraden g wird: 
(lIa,.) d,=dssın (t,g); 





” 1 ds? . , __ 1dsd, 1,,.,% 
(la’.) TR [[r, sin (g,t)}— cos (g,t)]= a 9 ds r 
d, (Besonderheit erster Stufe „t_|_b,“: Fali einer abwickelbaren 


*) Diese beiden Größen gestatten, bei Zugrundelegung geeigneter fundamen- 
taler Flächenformen, eine einfache invariante Darstellung. 











Meyer, kürzeste Abstände und ein verallgemeinerter Krümmungsbegriff. 115 


Fläche (g), do, Bogenelement und r, Krümmungsradius von 
deren Gratlinie c,); 
(Ia”.) Absolut gleich Nuli (Besonderheit zweiter Stufe, für den Fall 
eines Kegels (9), sowie bei ebener Kurve c, wenn die Geraden g 
| überdies in der Ebene von c liegen). 


(la) —r,Zal, 


ist ,=—r, sin (9,8); 


—=—r, c08 (t,h,)(+0) (allgemeiner Fall); im Falle (Ia’.) 


(Ia’.) „ds Zau,= s ds cos (t,g) (+40) (Besonderheit erster Stufe ‚‚t_|_h,“); 





e, i 
(Ia”.) ds ®-(+0) (Besonderheit zweiter Stufe „e_Lg,tLh,, i.e. 
g=b*)“); 
(la ’””.) de‘ - ( Besonderheit dritter Stufe „g=b,o’—=0). 
(IA.) ds£o«,=ds cos (t,9)(+:0) (allgemeiner Fall); 
(IA’.) . ds? cos (h,g) = „,d8° sin (9,b) = 2 ds” sin (b,,t)( +0) (Beson- 
a 9 
& derheit erster Stufe „g__t“); 
(IA”.) - - (Besonderheit zweiter Stufe „t__g, _h, ı.e g=b“). 


Tabelle (1.) der kanonischen Abstände Ö,e,e für die Tangente t, die Binor- 
male b, die Hauptnormdle h. 








| t b I 
| 3 
Zu n +ds(e>0) ds«sin w-ds ' 
. ds? O s | g® 0) 
| 1 12 r | „Tc8wW=rcos“w 
e | 5 ds Im Sonderfalle 0°=0: | 1 
| | 1 8 1 | | 7 osın2w 
| 12 ro | 
| | 1 ds 1 ds: 
€ a 
| 48 | 6 ro 2 r 


*) Eine Bezeichnung, wie 9=b, gibt kurz an, daß die Richtung von g in die 
(positive) von 5 fällt. 
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p | b, — l. h, 
| dscosı Ba 7 ad = t, 
| »\P ds—" cos T 
| (U=cosTt,v=r, sın 7=e,,) To 
| 1 ds 1 1 = ds C0S w, COS T 
| I-25d0, — =—..ds’r, —, 
( | nebst o,: r,= ne 0, (40, Bogen- 
element, r,, , 0., Krümmungs- 
v p 
| radius und Torsionsradius der 
| Gratlinie C,, der abwickelbaren 





ie Fläche (b,) | 











5 2 . 
| | _» COS T=—-T, SIN W, COS T 
e r,snmt 0, sin r | 0» ’ 
| | Bi 0 1 
| | | 5 Ssın2w, cos T 
ie 1 ,.sin al i a ; a a - 
Ee 
| 
| u. p e 
&| | ds cos r | dssint 
2 „cosH 
- 
2 Pi 











snt=1l, = u Be en „=r,H+w,=n, -=w, | 
| p b,=t, | h =+t 
ls» __ 17a „Be 1 73 @ 1,31 
15° 77 oe j90 We ri | j5 85 1,0%’ | 1508 re 
1 er, = nebst r,: g,=r,: o, |” übrigen analog 
. - ”Tp0p RN wie bei d, | 


(do, Bogenelement, r,, Krümmungsradius 
und 9_,, Torsionsradius der Gratlinie c, 
der abwickelbaren Fläche (»)). 


| r | r 1 























ne == | Hz a. 
| 1,21 _1,,.cosH 1,.1_1,.snH 
€ | 1548 iz. ge: 5 88 a z ds 





*) In der Tabelle (II.) ist die stillschweigende Voraussetzung — die in den 
drei folgenden Tabellen von selbst erfüllt ist —, daß die angegebenen Werte der 
ö,e,e von Null verschieden sind. 


I; 
+ 
{ 
& 
” 
} 
! 
3: 
N 
Ri 








Tann 


(sin «= cos H=0: p=+b,b,= +t, h,=Fh,cost=+l,r 





7 
WW: 0 0). 
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Tabelle*) (B.) der Abstände d,e,e für eine Haupttangentenkurve 


+0, 9,=tr, 




































p=+b b,= +t(oe=0) h,= Fhloe=0) 
| = 1 „3 r 
nu +ds(e=0) — — ds — —sINn W 
12 ro 0 
1 > 
LAE ° _; im Sonder- ie 
= . 1 ' - = —T[(C0S W 
e falle konstanter Torsion - : „ds 
1 ' v z = —r co8’W =— , 0 sin 2w 
ds” ” 
12 ro) 
1 ,,„1 er. 
& -ds® ds ds” 
6 ro > r 
Tabelle (T.) der Abstände Ö,e,e für eine geodätische Linie 
TE 1 
(sin H=0: p»= +h,cst=+1,0>20,0=r+ E cos H=-1, l,=t, 9, :- =). 
p  — 4 h b, h, 
| “Wie ın Tabelle (II.) für 
| | d,, mit v=sinw,v= 
| : 1 F q, sw 
0 ds } — dssin — c0S @, nebst den weite- -] 1 F 
| [67 Ei Tr () 
| ren obigen Beziehungen u 
| | für eine geodätische Linie. 
i —, =10080 =r cos°w 1 w sin w 
} eı ‚cos W 1 ‚2 
f | ! „sin 2w ze row 
2 | - > 0 eo 
m 
1 1 
‚ „ds 7 dssin — dscos w 


und ist hier nur der leichteren Übersicht halber nochmals aufgenommen. 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 2. 





*) Diese Tabelle deckt sich im wesentlichen mit der unter (1.) angegebenen, 
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Zur Invariantentheorie 
der Formen von n Variabeln*). 
Von Frl. Emmy Noether in Erlangen. 


Einleitung. 


In der projektiven Invariantentheorie der Formen von n Variabeln 
sind die an das Hauptproblem — den Endlichkeitsnachweis des Formen- 
systems — sich anschließenden Fragen kaum behandelt, wenn man über 
das binäre und ternäre Gebiet hinausgeht. Es sind dies die Fragen nach 
der gegenseitigen Abhängigkeit der Formen und nach den Methoden zur 
Beherrschung dieses Formenzusammenhangs. Diese Methoden beruhen wesent- 
lich — wie dies im binären und ternären Gebiet vollständig nachgewiesen 
ist — auf zwei von Herrn Study als ‚„Fundamentalsätze der symbolischen 
Methode‘ bezeichneten Sätzen, nämlich dem Satz von der symbolischen 
Darstellbarkeit der Formen und dem Satz von den symbolischen Identi- 
täten**). Der letztere Satz sagt aus, daß man alle zwischen ganzen in- 
varianten Bildungen bestehenden Relationen erhält durch sukzessive An- 
wendung einer kleinen Anzahl von symbolischen Identitäten; daß also die 
symbolische Methode, und nur diese, die Kenntnis des Formenzusammen- 
hangs gibt, ohne aus dem Gebiet des Invarianten herauszutreten. | 


*) Vgl. eine kurze Mitteilung an die Salzburger Naturforscherversammlung. 
Jahresbericht d. deutsch. Math.-Vereinigung. Bd. 19, S. 101. 

**, E. Study, Methoden zur Theorie der ternären Formen (Leipzig. Teubner, 
1889). II. 8 6. — Über das Auftreten dieser Fundamentalsätze auch in der Invarianten- 
theorie spezieller Transformationsgruppen vgl. Study, Das Apollonische Problem (Math. 
Ann. Bd. 49 [1897]) und Zur Differentialgeometrie der analytischen Kurven (Transactions 
of the American Math. Society, Bd. 1 [1909)). 
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Auf den Grund der Schwierigkeit beim Übergang zu n Variabeln 
hat schon Herr Gordan in seinem Erlanger Programm*) hingewiesen; er 
liegt darin, daß der erste Satz der symbolischen Methode in seiner all- 
gemeinen Fassung nicht mehr gilt. Es treten im n-nären Gebiet bekannt- 
lich Variabelnreihen höherer Stufe p9,**) auf und analog Symbolreihen 
höherer Stufe S*; und zwar gelangt man zu diesen Reihen sowohl, wenn 
man, wie ursprünglich Clebsch***), ausgeht von Formen mit beliebig 
vielen Reihen ?,, als auch wenn man ausgeht von Formen, die nur be- 
liebig viele kogrediente Reihen z enthalten, nach dem Vorgang von F. Deruyts 
und A. Capelli‘). Eine symbolische Darstellung, die die Reihen p,, S* 
explizit'*) enthielte, existiert nun nicht; es ist nötig, die p,,S® in die ein- 
zelnen Reihen z und die dazu kontragredienten s aufzulösen und diese in 
verschiedene Determinanten zu verteilen. Nun läßt sich allerdings mittels 
Differentialbedingungen (vgl. Formel (19.)) verifizieren, daß ein gegebenes 
Determinantenaggregat die Eigenschaft besitzt, nur von den Reihen p,,® 
abzuhängen; ein Überblick aber über die Gesamtheit der invarianten 
Bildungen und über die Prozesse zu ihrer Erzeugung läßt sich auf diese 
Art nicht gewinnen*). 

Wir zeigen nun in $$ 2 und 6, wie man unter Anwendung des 
„Satzes von den korrespondierenden Matrizen‘*') den ersten Fundamental- 
satz in seiner Allgemeinheit wieder erhält, indem man die Darstellung 


*) P. Gordan, über das Formensystem binärer Formen. S. 46. (Leipzig, 
Teubner, 1875). 
**, Für die Bezeichnung vgl. $1. 
**), A. COlebsch, über eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie. (Abh. 
der Ges. d. Wiss. zu Göttingen, Bd. XVII, 1872). 
+) Vgl. A. Capelli, Lezioni sulla teoria delle forme algebriche (Napoli 1902), 
$ 22—24, und die dort angeführte Literatur. 
17) Genauere Definition der „expliziten Darstellung“ in $ 2. 
tr) Auch eine von Herrn Siudy herrührende rechnerisch sehr wertvolle Weiter- 
bildung der Symbolik (mitgeteilt von F. Engel, Ber. d. K. Sächs. Ges. d. Wiss., math.- 
phys. Kl., 1900, S. 126, und für das quaternäre Gebiet von E. Study, Geometrie der 
Dynamen, S. 135) ist keine explizite Darstellung in unserm Sinne. Sie dürfte z. B. 
schwerlich zu den unsymbolischen Differentiationsprozessen zur Erzeugung der Formen 
führen. 
*r) Abgesehen von Graßmanns Ausdehnungslehre von 1862, Nr. 112 zuerst bei 
A. Brill, über zwei Berührungsprobleme, $ 2 (Math. Ann. Bd.4. 1871). 


16° 
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durch Determinanten ersetzt durch eine Darstellung durch „Matrizenpro- 
dukte“. In $ 2 wird gezeigt, daß ein jedes die Reihen S®,p, explizit 
enthaltende Matrizenprodukt eine invariante Bildung der Grundform ist; 
die in $6 gegebene Umkehrung, daß sich jede invariante Bildung explizit 
durch Matrizenprodukte darstellen läßt, gelingt erst durch Übertragung 
des zweiten Fundamentalsatzes ($$ 3—5). 

Dieser Satz ist bekannt für Formen, die nur Variabelnreihen x ent- 


halten*). Das allgemeine Problem, die Gesamtheit der unzerlegbaren Iden- 


titäten auizustellen, bei denen alle Reihen $°,p, als unzerlegbar betrachtet 
werden, ıst von Herrn Study formuliert**); er sieht zugleich in der An- 
zahl der auftretenden Identitäten ein Maß für die Schwierigkeit der Me- 
thoden ım n-nären Gebiet. Indem es nun gelingt, die Gesamtheit der Iden- 
titäten in eine einzige Formel (36.) zusammenzufassen, ist diese Schwierigkeit 
wenigstens auf ein Mindestmaß herabgedrückt. Bei der Anwendung werden 
allerdings häufig gewisse ausgezeichnete Spezialfälle von (36.) auftreten, 
wie (20.), (21.), die dadurch charakterisiert sind, daß sie die explizite Dar- 
stellung zulassen, ohne Substitution neuer Reihen; oder Formel (31.), die als 
„Zerlegungsidentität‘“ bezeichnet wird, da eine Reihe P, scheinbar in die 
Reihen 4 zerlegt auftritt. 

Auf den beiden Fundamentalsätzen läßt sich nun leicht die weitere 
Theorie aufbauen. Der erste Satz gibt direkt die Prozesse zur Erzeugung 
der Formen, den symbolischen FaltungsprozeßB und die unsymbelischen 
Differentiationsprozesse***), während die Zerlegungsidentität unter diesen 
Prozessen alle äquivalenten ausschaltet ($ 6). Die Kenntnis der Differen- 
tiationsprozesse ergibt weiter die Übertragung des Begriffes der ‚Normal- 


*) E. Pascal, Giorn. di mat. 26 (1888), S. 33, 102: Rendic. d. Accad. d. Line. 
(4) 4 (1888). S. 119: ib. Mem. (4) 5 (1888), S. 375. 
**) „Methoden ...“, S. 204, Anmerkung 17). 
***, In der Arbeit „Invariante Gebilde von Nullsystemen‘ (Sitzungsber. d. Ak. d. 
Wiss. Wien, Bd. 97, Abt. a, 1888) ist Herr Mertens auf anderem, nicht direkt ver- 
allgemeinerungsfähigem Wege zum quaternären Faltungsprozeß gelangt. Die dort auf- 
tretende alternierende Invariante von 6 Reihen 5? unterscheidet sich von der bei uns 
bei einmaliger Anwendung der Substitution (11.) entstehenden durch ein Aggregat ge- 
rader Invarianten. Für einen Spezialfall findet sich der quaternäre Faltungsprozeb 
auch bei Herrn P. Gordan, Das simultane System von zwei quadratischen quater- 
nären Formen (Math. Ann. Bd. 56. 1903). - 
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form“ auf das n-näre Gebiet, und mittels eines im quaternären Gebiet von 
Herrn Mertens*) angegebenen Beweisverfahrens den Satz, daß sich ein 
System von invarianten Bildungen ersetzen läßt durch ein äquivalentes 
System von Normalformen ($ 7). Unter dieser letzteren Voraussetzung 
habe ich in meiner Dissertation**) gezeigt, daß sich der ternäre Faltungs- 
prozeß erzeugen läßt durch sukzessive Anwendung von zwei Grundfal- 
tungen. Auf Grund dieses Satzes und der Theorie der Reihenentwicklung 
habe ich dann unter Einführung des Begriffes der „Formenreihe“ die 
hauptsächlichsten Reduktionssätze für Formensysteme entwickelt. Ganz 
analog läßt sich im n-nären Gebiet der Faltungsprozeß aus n—1 Grund- 
faltungen erzeugen ($ 8) und lassen sich die Reduktionssätze aufstellen ($ 9). 


Nachbemerkung. Gelegentlich der Salzburger Mitteilung wurde ich 
durch Herrn Prof. E. Müller, Wien, darauf aufmerksam gemacht, daß das 
dieser Arbeit zugrundeliegende Rechnen mit Matrizenprodukten im Prinzip 
identisch ist mit dem Kalkül von Graßmanns Ausdehnungslehre***). In 
der Tat läßt sich Graßmanns ‚kombinatorisches Produkt“ [8% 5%... 5%] auf- 
fassen als eine durch diese Reihen gegebene Matrix (vgl.$ 2), und zwar 
das „progressive Produkt“ als die Matrix der Reihen selbst, das „regressive‘“ 
als die Matrix der zugeordneten Reihen S,_, 8, _,,»-.--Sn-,,, während die dem 
„gemischten Produkt‘ entsprechende Matrix entsteht, indem man mehrere 
Reihen S durch die Substitution (9.) zu neuen Reihen ?,Q zusammen- 
faßt. Unsere „zugeordnete Reihe“ entspricht dabei @raßmanns ‚Ergän- 
zung‘, unser „Matrizenprodukt‘ einem ‚‚gemischten Produkt von der Stufen- 


zahl 0“, 


Nach dieser Zuordnung wird die in der Ausdehnungslehre 1862, 
Nr. 113, gegebene Entwicklung ıdentisch mit einer zu unserer Formel (32.) 
dualistischen Formel. Im Spezialfall o=1 geht (32.) in (17.), die dua- 
Iıstische Formel in (16.) über. Aus diesen Spezialfällen der Graßmannschen 


*) F. Mertens, Über invariante Gebilde quaternärer Formen. (Sitzber. d. Ak. 
d. Wiss. Wien. Bd. 98. Abt. Ila. 1889.) 
**, Über die Bildung des Formensystems der ternären biquadratischen Form. 
(Dieses Journal, Bd. 134. 1908.) 
***) Hermann Graßmanns gesammelte mathematische und physikalische Werke. 
Ersten Bandes zweiter Teil: Die Ausdehnungslehre von 1862. In Gemeinschaft mit 
H. Graßmann d. Jüngeren herausgegeben v. Fr. Engel (Leipzig, Teubner 1896). 
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Entwicklung hat neuerdings Herr Müller*) die oben erwähnten Identitäten 
(20.), (21.) abgeleitet. 

Unsere Ableitung gibt im Unterschied von der Graßmann-Müllerschen 
zugleich den Nachweis der Vollständigkeit der Identitäten, was für die hier 
in Betracht kommenden Fragen als das Wesentlichste erscheint, und sie 
geht von (20.), (21.) weiter zu den allgemeinsten unzerlegbaren Identitäten 
(36.), die bis jetzt noch nicht bemerkt zu sein scheinen. 


$ 1. Bezeichnungen und Definitionen. Zusammenfassung bekannter Resultate. 


Wir bezeichnen, wie üblich, als Variabelnreihe x die Reihe der Ele- 
mente X, ,%,,...x, und analog als Variabelnreihe p, (0=1,2,...n—1) die Reihe 
der (%) Elemente Pi....ig wobei Pas....i, die aus der Matrix der e Reihen 
eo, x”,...2® gebildeten (}) Determinanten 


(1) „U m! 

| | 

re | 

v | Ü <iy. <i 
| 





(0) „(e) (0) 
7% 


bedeuten. Nach dem Satze über die korrespondierenden Matrizen**) ist 
einer jeden Reihe 9, eine zweite q,_, ein-eindeutig zugeordnet durch die 
für jedes Element der Reihe geltende Beziehung: 
e(e+1) 
(Ze Pape 10 22 
worin die © und 7 unter sich gut geordnet sind und zusammen eine volle 
Permutation der Zahlen 1 bis n ergeben. Die Reihe q,_, besteht aus den (}) 
Determinanten (n—e)-ten Grades g, ,,... ing? die gebildet sind aus der Matrix 
von n—o den x kontragredienten Reihen u® ‚u ®,...u"®. Diese Reihen 


erfüllen die og-(n—e) Bedingungsgleichungen: 


Hat tig 
Taß-- ine? 


n 
(2.) (uPla9)= zu) =0; (k=1,2,...n—e: 1=1,2,...0) 


a=1 


*) E. Müller, Beiträge zur Graßmannschen Ausdehnungslehre. 1. Mitteilung: 
Einige allgemeine Sätze. (Sitzungsber. d. Ak. d. Wiss. Wien; Bd. 118. Abt. Ila. 
Juli 1909), Satz 16 und 18. 

*) Vgl. etwa: Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen über Invariantentheorie, 


Bd. I, 8. 99. 
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wir wollen sie (mit Olebsch*) so normiert annehmen, daß der in (1.) sonst 
eingehende Proportionalitätsfaktor gleich Eins gesetzt ist. 

Die allgemeinsten Formen lassen sich nach Clebsch**) (und ebenso 
nach den späteren Untersuchungen von F. Deruyts und A. Capelli, vgl. 
Einleitung) zurückführen auf solche, die von jeder der n—1 Reihen p, 
höchstens eine enthalten, die sich also symbolisch folgendermaßen dar- 
stellen lassen: 

(3,) Te, 
wobei wir in Analogie mit (2.) gesetzt haben: 
(S® p,) = 26% Pat...‘ 


Die Symbolreihen S® lassen sich infolge der zwischen den Elementen einer 
Reihe p, bestehenden nichtlinearen identischen Beziehungen so normieren, 
daß sie ebendenselben Identitäten genügen, daß sie sich also verhalten wie 
die Determinanten einer o-reihigen Matrix, deren Reihen s”,s®,...s® zu 
den x kontragredient sind***). Es läßt sich also einer jeden Reihe S? eine 
andere S,_, ein-eindeutig zuordnen durch die Beziehung: 


4.) 8, 


ii 


(n—o)(n—o +1) 


=) ° 


+uü+uo+..+i 
l i 2 \ n—Pp * * . 

Mh I2+++.)9 
ee , 
, e 


wo wieder die © und 7 unter sich gut geordnet sind und zusammen die 
Zahlen 1 bis n gerade erschöpfen. Die Elemente Pig der Reihe S,_, 
verhalten sich wie die aus (na—e)— den x kogredienten — Reihen 0, co”, 
...0”® gebildeten Determinanten, und die Reihen s und o sind durch 
die g-(n—o) Bedingungen verknüpft: 

(5.) (sP!o9)=0. &=1,2,...0; 1=1,2...n—e) 
Infolge der Beziehungen (1.) und (4.) ist ein jeder Faktor von (3.) der 
äquivalenten vierfachen symbolischen Darstellung fähig: 

(6.) (St p.)= (8 u.) (PT (ne?) 
wobei, wie stets im folgenden, (S*q,_,) und (S„_,p,) abkürzend für die Deter- 
minanten (s”...s Pu"... .u®) und (0... "Pz"...x®) gesetzt sind; durch 
Laplacesche Entwicklung erweisen sich diese als nur abhängig von den 


*) 2.2.0. 85. 

”) 2.8.0. 812. 

***) Olebsch, a. a. 0. $4. 

*) Vgl. Clebsch, a. a. O0. $5. 
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Reihen S5°,q,_, bzw. 8, _,,9,, was die obige Schreibweise andeuten soll. 
Die Ausdrücke (S°p,) und (q,_,|S„_,) bedeuten nach den obigen Aus- 
führungen die Produkte der Matrizen der Reihen s und x, bzw. der Reihen 
vw und o, wobei unter Matrizenprodukt die Summe über die Produkte 
entsprechender Determinanten, also der Wert der Determinante der Pro- 
duktmaitrix, verstanden ist. 

Die einer Symbol- (bzw. Variabeln-) reihe zukommende charakteri- 
stische Zahl o-(n—o) bezeichnen wir nach Clebsch als Gewicht der Reihe*), 
die Zahl o, die die Anzahl der Reihen s angibt, als oberen Gewichtsindex , 
die Zahl n—oe, die die Anzahl der Reihen o angibt, als unteren Gewichts- 
index. Aus den Beziehungen (4.) folgt, daß eine Symbolreihe in ein und 
derselben Relation einmal mit oberem, einmal mit unterem Gewichtsindex 
auftreten kann; dasselbe gilt für das Auftreten, der zusammengehörigen 
Reihen 9, und q„_-,. Es seinoch bemerkt, daß wir allgemein bezeichnen: 

Variabelnreihen höherer Stufe, deren zugehörige Matrix aus Reihen 

x besteht, durch p, solche, deren Matrix aus Reihen % besteht, durch g; 
die den z kogredienten Symbolreihen durch kleine griechische Buch- 
staben: 0,7,0,P; 

die den % kogredienten Symbolreihen durch kleine lateinische Buch- 

staben: s,t,a,b; 

alle übrigen Symbolreihen durch große lateinische Buchstaben mit 

Gewichtsindex: 8°, 7",A4® bzw. S,_,, Ta, An: 

Entsprechend oberem oder unterem Gewichtsindex schreiben wir 
auch die einzelnen Elemente einer Reihe mit oberen oder unteren Indizes, 
wie z.B. ın (4.). 

$ 2. Darstellung durch Matrizenprodukte. 


Wir verstehen im folgenden stets unter „Matrizenprodukt“‘ die 
Summe über die Produkte entsprechender Determinanten zweier Matrizen 
von gleicher Reihenzahl, wo die Reihen der zweiten Matrix denjenigen der 
ersten kontragredient sind. Dabei können die Reihen jeder Matrix: 1. ein- 
zeln gegeben sein, 2. wie in (6.) zu einer Reihe S? zusammengefaßt, 3. zu 
verschiedenen Reihen S*',S®:... vereinigt sein. Bezeichnet soll das Matrizen- 
produkt durch das in (6.) angewandte Symbol ( ) werden. Die Dar- 


2.0311. 
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stellung (6.) ist eine spezielle Anwendung einer zweiten Fassung des Satzes 
über die korrespondierenden Matrizen: ‚‚Einem jeden go-reihigen Matrizen- 
produkt (vPo9...vP|y®...y®) st eine Determinante zugeordnet; und 
umgekehrt läßt sich jeder Determinante ein Matrizenprodukt von  vorge- 
gebener Reihenanzahl 0 (o=1,2,...n—1) zuordnen‘‘*). In der Tat hat man 
nur die Reihen y zu einer Reihe p, zusammenzulassen (bzw. die Reihen 
v zu einer Reihe g,) und die durch (1.) gegebenen Substitutionen aus- 
zuführen, um bei gegebenem Matrizenprodukt zur Determinante zu gelangen 
und umgekehrt. Der Wert der Determinante ist dabei allerdings nicht 
durch ihre einzelnen Elemente gegeben, sondern ergibt sich erst durch 
Laplacesche Entwicklung. Da sich also Determinante und Matrizenpro- 
dukt als äquivalent erweisen, drückt sich der Satz von der symbolischen 
Darstellbarkeit der Formen (erster Fundamentalsatz) auch so aus: 

Satz I: „Alle invarianten Bildungen lassen sich symbolisch durch 
Matrizenprodukte darstellen, und umgekehrt sind alle Matrizenprodukte ın- 
variante Bildungen‘“**). 

Die Darstellung durch Matrizenprodukte erlaubt, die durch die Deter- 
minantendarstellung bedingte wesentliche Schwierigkeit der nicht expliziten 
Darstellung zu überwinden***). Wir verstehen dabei unter „expliziter Dar- 
stellung‘‘ eine solche, in die nur die Reihen S’,T',... selbst eingehen, oder 
eindeutig aus diesen ableitbare Reihen R?, in der aber die einzelnen Teil- 
reihen s,t,... nicht mehr auftreten. Wir werden in $6 für alle ınva- 
rianten Bildungen, die nur von den Symbolreihen S°,T’,... abhängen, 
eine in diesen Symbolreihen explizite Darstellung erhalten, und damit 
die Übertragung der erzeugenden Prozesse, Faltungsprozeß und Diffe- 
rentiationsprozesse, auf das n-näre Gebiet. Die Möglichkeit der expliziten 
Darstellung erhellt daraus, daß nur die einfachsten Matrizenprodukte 
gerade den bei der Determinantendarstellung auftretenden Determinanten 
zugeordnet werden können, daß also alle übrigen Matrizenprodukte Zu- 
sammenfassungen verschiedener Determinanten zu einem einzigen Ausdruck 


*), Für o>n verschwindet bekanntlich das Matrizenprodukt; fürge=n geht 
es in das Produkt zweier Determinanten über. 
**, Invariante Bildungen vorgegebener Grundformen sind natürlich nur solche 
Aggregate von Matrizenprodukten, die von den Symbolreihen S®... abhängen. 
**) Vgl. die Einleitung. 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 2. 17 
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sind. Denn löst man die Symbol- und Variabelnreihen in die einzelnen Reihen 
s,u,x auf, so muß nach dem ersten Fundamentalsatz in seiner gewöhn- 
lichen Form notwendig ein Aggregat von Determinanten entstehen. Der 
Beweis dafür, daß umgekehrt alle Determinantenaggregate, die invariante 
Bildungen vorgegebener Grundformen darstellen, sich zu expliziten Matrizen- 
produkten zusammenfassen lassen, ergibt sich unter Benutzung des zweiten 
Fundamentalsatzes ($ 6). 

Um nun aus zwei Symbolreihen S°, 7” unter Zuhilfenahme von 
Variabelnreihen eine alle Reihen explizit enthaltende invariante Bildung der 
Grundform ($°|p9,)(T”\|p,) zu erhalten (Faltungsprozeß), haben wir nur ein 
Matrizenprodukt dritter Art nach der am Anfang des Paragraphen ge- 
gebenen Definition zu bilden: 

(7.) (HIT =1,2,...7,n—0*) 
Entwickelt gibt (7.): 
EEE NEE 





(1) (1) | 1) 1 | 
| v,, ... Y_, ) ai ... Ve | 
| Aa 
| (n—0—4) n—0—)) ij) 

0 -— | 10 (n—1) 
(8.) nn. Pe u 5 = Win 
(1) | yd (1) 
| 5, Se | Yi, Yn_ı | 
| % LE 
| (0) (0) | A) (r—1) | 
S;, Se | Yı, Yan; | 
+ In) 
= Se SE EEE an AD ; u ei 


d.h. einen nur von den Reihen 8,7,g,p abhängigen Ausdruck. Es ist 
dabei e= +1**) und die Summe so zu verstehen, daß die Indizes einer 
jeden Reihe S... unter sich gut geordnet sind, und für jede Kombination 
tja... die k sowohl wie die / einzeln alle dann noch möglichen Per- 
mutationen der Zahlen » durchlaufen. 

Die in (7.) eingehende Zahl A bezeichnen wir als Defekt der Faltung 
im Falle o>r; der Grund dieser letzteren Einschränkung ergibt sich in $ 6. 

Die Determinanten der beiden in (7.) eingehenden Matrizen lassen 
sich als Elemente neuer Reihen Q9"",P,_, betrachten, deren zugeordnete 


*) Die Zahl A läuft stets bis zu der kleineren der beiden zuletzt angegebenen 


Zahlen. 
**, Diese Bezeichnung soll durchweg beibehalten werden. 





KT EHER 
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Q,,P* seien. Diese Reihen Q,P lassen sich nach (8.) durch die ur- 
sprünglichen $ und g, bzw. T und p ausdrücken. Wir deuten dies an 
durch die Gleichungen: 
In,” =Q’=Q,, oder auch 9 =[m-.-,8°); 

eG T, 9 1=P,eP%, oder auh P=[(T, ,r,.-:). 
Unter Berücksichtigung von (4.) gilt dann, analog (6.), für das Matrizen- 
produkt (7.) die äquivalente vierfache symbolische Darstellung: 
LE 9,-)= (m P)=(9; T„+P9:-)=(-1) an ’ 20 Q;)- 
Eine weitere Substitution neuer Reihen läßt sich an (7.) vornehmen, in- 
dem man setzt: 

(11.) (n.18°| 7,9) =(R* p,,,) (Rp): 
Auch hier zeigt (8.), daß die Produkte der Elemente der Reihen R sich 
eindeutig durch die Reihen 5 und 7 ausdrücken lassen. Die Substitu- 
tionen (9.) und (11.) werden insbesondere dann anzuwenden sein, wenn 
mit (7.) eine weitere Faltung mit anderen Reihen vorgenommen wird. 

Die Matrizendarstellung setzt uns instand, die quadratischen Re- 
lationen zwischen den Elementen einer Reihe p, (aus denen bekanntlich 
alle übrigen folgen), also nach $ 1 die in den Koeffizienten der Grundform 
linearen Beziehungen, denen die Reihen 5? genügen, invariant aufzustellen. 
Es sind die Identitäten: 

(12.) (18° SP) = 0*); = 1,2,...0,n—0) 
wo die p und g als willkürliche Größen zu betrachten sind. 

Wir werden in $5 sehen, daß die Identitäten mit ungerader Defekt- 
zahl A eine Folge derjenigen von höherem Defekt sind. Die Beziehungen 
(12.) sind eine direkte Folge der Relationen (5.); denn man hat: 

(18, 9) le. IE... OD, yeD), 
und die Anwendung des Produktsatzes gibt infolge von (5.) eine ver- 
schwindende (n—4)-reihige Determinante. Die Identitäten (12.) sagen aus, 
daß es zur Aufsuchung aller Typen von Faltungen genügt, das Produkt von 
in jeder Variabelnreihe linearen Formen zu falten; oder auch, nach $6, 
daß die normierte Form (8?'p,)” keine in den Koeffizienten lineare in- 
variante Bildung besitzt. 


*) Vgl. einen Nachtrag von Study in Graßmanns Werken, ersten Bandes 
zweiter Teil, S. 510 (Bedingung, daß eine Größe S® einfach ist). 


17* 
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Die Bedingungen (12.) sind auch hinreichend zur Charakterisierung 
der Reihen p,. Da nämlich die Eigenschaft, daß die einzelnen Elemente 
von p, Determinanten einer Matrix sind, eine invariante ist, muß sie sich 
auch invariant ausdrücken lassen; die Bedingungen (12.) stellen aber nach 
Satz VI die größtmögliche invariante Einschränkung für die p, dar, 
nämlich die, daß die aus der Reihe p, als Koeffizienten gebildete Linear- 
form überhaupt keine invarianten Bildungen besitzt. 


$ 3. Die symbolischen Identitäten*). 


Wir haben nun den zweiten Fundamentalsatz der symbolischen 
Methode zu übertragen, nämlich die Gesamtheit der irreduziblen unzerleg- 
baren Identitäten aufzustellen, bei denen alle Reihen S®, p, als unzerleg- 
bar angesehen werden. Wir setzen dabei noch folgendes fest: Entsprechend 
der Bedeutung von Symbol- und Variabelnreihen sollen solche Identitäten 
als zusammengesetzt betrachtet werden, die entstehen, wenn man die 
Variabelnreihe p, zu p,_,y spezialisiert und auf die entstehenden Aus- 
drücke eine der Identitäten des Systems anwendet; während andrerseits 
Identitäten, die % Symbolreihen enthalten, als unzerlegbar gelten sollen, 
auch wenn sie durch den obigen Prozeß aus Identitäten mit weniger Sym- 
bolreihen hervorgehen. Die Reihen S°,p, brauchen nicht notwendig ex- 
plizit in die Identitäten einzugehen; zu ihrer Auffassung als unzerlegbare 
Größen genügt der Nachweis, daß die auftretenden Matrizenprodukte nur 
von diesen Reihen abhängen. Wir werden aber zeigen, daß in diesem 
Falle, teilweise unter Anwendung der Substitution (11.), sich stets eine 
explizite Darstellung erzielen läßt. Die allgemeinen Identitäten erhalten 
wir mittels des Prinzipes der Matrizendarstellung aus den von Herrn 
Pascal gegebenen speziellen, die nur Reihen z und « enthalten und eine 
direkte Übertragung der von Herrn Study für das ternäre Gebiet gegebenen 


darstellen: 
(13.) 
(14.) 


(15.) 3 (1)! (ula®)(a®.. a daD, .ar2) = (—1)"t!(ule) (a®...am). 


8 


— 1)! (a®|z)(a®... a Par», a9 u)= (—1)"*(ulz)(a®...a”), 


® 
Il 
B 


( 
+ (a® | 29) (a9 |29)...(am|x”) = (a®...am)(z®...x”), 


> M 


IM 


- 
. 
I 

jr 


*) Für Formulierung und Literatur der Aufgabe vgl. die Einleitung. 
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Zwei weitere Identitäten gehen aus (13.) und (15.) durch die Substitutionen 
(a9|x) = (a q,_,), bzw. (uje®”)=(p,_,e®) hervor, sind also nach unserer 
Auffassung nicht als wesentlich verschieden zu betrachten. (14.) stellt 
den Produktsatz für Determinanten dar; wir wollen zeigen, wie man (13.) 
und (14.) (und dualistisch (15.) und (14.)) ersetzen kann durch das System 
der in geeigneter Weise gebildeten Produktsätze für Matrizen. Der Pro- 
duktsatz, einmal für o-reihige, einmal für (o—1)-reihige Matrizen gebildet, 
lautet: 


(ada®, eo. a zp,-ı) — (a a». ” adzy”. je y‘®) Bann ee -- (ax) (a \y”) ae (a y® ), 
E+(aP)y®)..-(a0)yO)-(a®...dOy...yo)=(a®...a Op, (9-0): 


und daraus folgt das System von Produktsätzen, wo 0 =2,3,...n: 


(dad ...aOap,_,) = E(- 1 (a9)e) (a®...atdastd...ao)p,_,) 


‚= 


0 . ä . 
—- 5 (—1 +!(a® x) (a®, ar» attd»... a _.+ )*). 


(16.) 


Für e=n geht (16.) in (13.) über; spezialisieren wir weiter: 9,_,=y”p,_.; 
Pr =y" pP. usf., und wenden die Identitäten (16.) auf die Ausdrücke 
ET ER TEE EDEN, FE) 
usf. an, so gelangen wir von (13.) zu (14.). Die Identität (14.) ist also nach 
unserer Definition aus den Identitäten (16.) zusammengesetzt; oder das 
System (16.) ıst den Identitäten (13.) und (14.) äquivalent. Das System 
(16.) erfüllt eine der für die allgemeinen Identitäten geforderten Be- 
dingungen; es enthält die Reihe p,_, als unzerlegbare Größe und zugleich 
ın expliziter Form. Es ist das einzige System, das diese und nur diese 
Forderung erfüllt. Denn wir können aus den Reihen a,x,p keine weiteren 
Determinanten oder Matrizenprodukte bilden; zwischen diesen können aber 
keine von (16.) unabhängigen Relationen bestehen, da sonst durch Elimi- 
nation von (a®”...a® |zp,_,) eine Relation zwischen g(e<n) Ausdrücken 
(a z)(a®...aVatDa®9gq, ;,) entstände, nach (13.) aber mindestens n+1 
solcher Ausdrücke in eine Relation eingehen müssen. Aus analogen Be- 
trachtungen ergibt sich das (15.) und (14.) äquivalente System: 


*) Die Identitäten (16.) lassen sich auch auffassen als die aus dem Gebiet 
von e Variabeln übernommenen Identitäten (13.). 











130 E. Noether, Invariantentheorie der Formen von n Variabeln. 


e : . . ’ 
(ug,_,|a®...a®) = 2m 1 (uja®)(g, ‚a®...emarrn,,,.«e) 
87. , 
( ) 4 i+1 | (i) (1) (—1) „(i+)) (0) 
= 3(—|) (ua )(Pa-.rı@ a ü se), 


i=1 
Um von (16.) zu Identitäten zwischen beliebigen Reihen A",B”,...x,p zu 
gelangen, bedenken wir, daß diese Identitäten mit (16.) identisch werden 
müssen, sobald wir auflösen: A" =a"a®...a«®, B"—b!p9,..b® usf., und 
daß sie sich auch nur durch die durch (16.) bestimmten Operationen zu Schluß- 
ausdrücken zusammenfassen lassen, sobald die einzelnen Ausdrücke vom Typus 
der in (16.) eingehenden sind. Wir erhalten so, wenn wir noch 


(18.) = +rR++9,<—n 
setzen: 
(a9... ,. Ve, ED... Wan ,)=(4"B"...E"]op..) 
eı j 
4 i+1/,0! (1) d-—1) „d+D) 0) R%: 9 
=2(-1) (aP|z)(a”... a PatD,. am B"...K'*q, +1) 


+ (1er en) 5 (— at TR CE u) 2 
i=1 | 
„e® 4°" u (K— 1 ft ni) ’ 
Jede einzelne Summe (aber nicht schon ein Teil der Summe) enthält nun 


in der Tat die Reihen A",B“... als unzerlegbare Größe; denn sie erfüllt 
die dazu notwendigen und hinreichenden Bedingungen*): 


(19.) (an © )=0; ...(rs+nl_® —(), G=1,2,...0—1; j=1,2,0..0,—]) 


daw Ok 
Wir zeigen, daß sie alle Reihen auch explizit enthält. Denn setzen wir 





Be... .K% In-g+ı = Int, 80 kommt nach (16.) und (10.): 
Z(— 1! (aM) z)(a®...ar Dar. .dag, )> (AF\ CP.) 
= (4, 29.1) (EI g, 41 Aa 2) 


—=(—1 JeatDın+D (B*. ..K“% en | Be 2). 


*) Capellı, a.a. 0. $ 23, gibt hinreichende Bedingungen: 


| 0 
(k) | -)= >tb,i=1,2..9— 
(a | 5) 0. (k %, % 1, ’ 0, 1) 


Daraus folgen am einfachsten die notwendigen und hinreichenden Bedingungen durch 
Anwendung des Potssonschen Klammerprozesses nach Wellsten, Von den Differential- 
gleichungen der projektiven Invarianten, Math. Ann. 67 (1909) $ 3. 
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Berechnen wir analog die übrigen Summen und setzen nachträglich, da 
die Reihen durch die Gewichtsindizes schon als verschieden charakterisiert 
sind, B"= 4A", 0*=4",..., so erhalten wir die gewünschten Identitäten: 
(20.) (A® 4°... 4®|2p,’)) 
Mr z (NEAR. Am AA Aa), 
;=(Ht+@+ + +9)a ++) (Rn +1), 
und aus (17.) die dualistischen: 
(21.) (u9—4,.,4o,..-A,,) 
k 
= EN re A 
5=(, 7%,+--+9%,1)5; +5 +1)(n +0). 

Satz II. Mi (20.) und (21.) ist die Gesamtheit der unzerlegbaren 
Identitäten zwischen den Reihen A“,x,p, bzw. A,,u,g erschöpft, und zu- 
gleich die Gesamtheit derjenigen unzerlegbaren Identitäten, die explizite Dar- 
stellung ohne Vornahme der Substitution (11.) zulassen. 

Der erste Teil des Satzes ergibt sich aus den Betrachtungen zur 
Ableitung von (20.) und (21.); der zweite Teil aus der Unmöglichkeit einer 
Identität zwischen zwei Symbolreihen: (g,4° B,.. 9.) (4, BE 
A,_P:)+ & (9, In—ı | Ba+0— An-,);, wo e<t<Zo und keine der Reihen vom 
Gewicht 1-(n—1) ist. (Andere Annahmen über e,7,0 lassen sich durch 
Vertauschen der Reihenbezeichnungen auf diese zurückführen.) Diese Un- 
möglichkeit folgt z. B. durch Entwicklung (8.) bei der Spezialisierung 
q,=1M®", q, ,=IN""", wenn man I, =1; M**-- =]; Art--et°= 1, alle 
anderen Elemente der Reihen /,M,A gleich Null setzt, während N und B 
belieb'g sind. Da nun Identitäten zwischen beliebigen Reihen durch Auf- 
lösen einer Reihe p, in y®’y®...y” in solche übergehen, die aus (20.) 
zusammengesetzt sind, ist der zweite Teil der Behauptung fertig bewiesen, 
sobald sich (20.) aus Identitäten mit nur zwei Symbolreihen erzeugen läßt. 
Man erhält in der Tat aus 

(20°.) (A" A" pP) SEA. mr An, 2)+ (A ap): 
wo Pa-ı A" 41: 
durch die Spezialisierung A” = B” B”, d.h. durch 


(B” B"\xp,_.) = e(B” Re B._.,%) + (B" LP,,—ı ) ‚ WO P,-ı® B*g, .4 j 
eine Identität (20.) in drei Symbolreihen; und durch weitere Speziali- 


—p+]1 


sierungen von B"=(""C"* usf. die allgemeinen Identitäten (20.). Die Nicht- 
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existenz der expliziten Darstellung einer Identität zwischen zwei Symbol- 
reihen und zwei beliebigen Variabelnreihen läßt somit auf die Nichtexistenz 
bei beliebig viel Symbolreihen schließen, wenn unter den Variabelnreihen 
keine Reihe z oder u enthalten ist. 


$ 4. Die Zerlegungsidentitäten. 


Wir betrachten nun den allgemeinsten Fall der Identitäten zwischen 
beliebigen Symbol- und Variabelnreihen, in deren Schlußausdrücken ohne 
Vornahme der Substitution (11.) eine Reihe », in ihre einzelnen Reihen 
y”...y zerlegt auftritt, und bezeichnen diese Identitäten als ‚‚Zerlegungs- 
identitäten.“ Im Anschluß an die Bemerkung am Schluß des vorigen 
Paragraphen bestimmen wir sie vorerst für den Fall nur zweier Symbol- 
reihen, entwickeln also den Ausdruck (9,4°|B,,,_,?,). Wir setzen dabei: 


(22.) gr to) -p = y no; ya) - pt) ne ya+ 1) rt y“r - p, =y", 22 y, 
n—0 


0a. vn. 


Inbezug auf die Zahlen 0,0, sind vier Fälle zu unterscheiden: 


l) oe +0<n 2) o+0<n 3) e+0<—n 4) e+0—n 
r<o T>o T<o Tg 
T<o - 10 ; T>0 ; ı>0 


von denen wir den ersten herausgreifen wollen, um danach die übrigen 
kurz zu charakterisieren. Nach (20.), (10.) und (9.) kommt, wenn wir die 
Reihe y„’y9...y”B,,,_. in y® und y®...y"B,;._., zerlegen: 
(23.) (,A°|yPy®...yPB.r.)= (Ay... yr Buro— ) 
+1, [Any y®.. Yy Bars )- 
Das letzte Glied in (23.) hat nun genau die Form des ursprünglichen 
Ausdrucks — es ist nur o durch o—1, r durch r—1 ersetzt — läßt also 
wieder die Gleichung (23.) zu. Wir können also, da r<{o, die Operation 
(23.) z-mal anwenden und gelangen unter Berücksichtigung von (10.) zu 
der Relation: 
(4 Bent ET AD.) 
re RR NT Any YET. yPBern)- 


j=1 


Ein jedes Glied unter dem Summenzeichen ist nun wieder vom Typus des 
ursprünglichen Ausdrucks; es ist e durch g—1, o durch o—, +1, z durch 
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r—i, ersetzt, die Bedingung 1) also noch stärker erfüllt. Wir können 
deshalb, da z<{e, die Operation (24.) -mal anwenden und erhalten die 
gewünschte Zerlegungsidentität: 


(9. 4° 'p, u ) un €, (9, Be 14._,P.) 
+ El A pi) 


(25.) +2 A) 


+ (Bet A) 
=, Angie 


it 1 0—a Ber 


Für den Modul & ergibt sich aus (24.): 


(26.) ei — (— 1), 0, = z(e—P + 1) (2;_, 4 1,+ 1) 
+(o—a)(o-+?,te) +(o+r+e)(n-+1), 


”). 


wo %=0 zu Setzen ist. Das Summenzeichen in (25.) ist so zu verstehen, 
daß jeder Kombination 2,2,...%,_,, wo , <%.+<Zi,_,, alle Werte :,, für 
die 2, ,<?,<r, zugefügt werden. Die einzelnen Summen in (25.) ge- 
nügen, wie man sich unter Berücksichtigung von (26.) leicht überzeugt, 
den (19.) analogen Differentialgleichungen: 


Ö | i h 
(27.) Gay )=0, (= 1,2,...7—]l) 


hängen also nur von der Reihe p, ab. Die Zerlegungsidentität ist also 
eine unzerlegbare Identität zwischen den Reihen A,B,g,p; auf die expli- 
zite Darstellung kommen wir im nächsten Paragraphen zurück. 

Im Fall 2) läßt sich die Operation (23.) ebenfalls -mal anwenden, 
die Operation (24.) aber bricht nach dem oe-ten Male ab. Es ist also im 


Schlußausdruck von (25.) das erste Summenzeichen zu ersetzen durch 
? 


2, Im Fall 3) und 4) läßt sich die Operation (23.) nur o-mal ausführen; 
an Stelle von (24.) tritt dann die Relation: 
(9.4 |Pr Ber) = (1 (an BT) (A, Pe) 

$ (_INe&—D ( d.h] + ge 
+2 NETT y Baron); 


die (”—o)-malige Wiederholung von (28.), wobei das Summenzeichen 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 2. 18 


(28.) 






134 E. Noether, Invariantentheorie der Formen von n Variabeln. 


in 2 übergeht, — wie die (0—:, +1)-malige Anwendung von (23.) 
amig- 

auf die Glieder unter dem Summenzeichen in (28.) zeigt —, gibt alle 

Glieder der dem Index «=r—o entsprechenden Einzelsumme von (25.) 

mit entsprechendem Vorzeichen. Dann aber geht Fall 3) und 4) in Fall 1) 

und 2) über, denn die 0,7 entsprechenden Zahlen werden: ’=0—i,_,+7T—0, 

r’=t—t,_,=0’; und bei Fortsetzung des Verfahrens wird <<o’. Es ist 


also im Schlußausdruck von (25.) das erste Summenzeichen zu ersetzen 


7, 
durch . 
Analog ergibt sich aus (21.) die dualistische Zerlegungsidentität, bei 
der eine Reihe g, in die einzelnen Reihen v”,...v‘® zerlegt wird. Setzen wir 
(29.) Bir, ee ee, 
so kommt: 


(30.) (9,4° P.B.+—:) = 3 Bis e( ee A, De), 


0,70 fi; _,+1 
wo der Summationsindex 5% vom größeren der unteren Werte bis zum 


kleineren der oberen läuft. Alle Glieder einer Einzelsumme in (25.) und 
(30.) sind Polaren einer einzigen Form, entstanden durch die Polarprozesse 


(en ; 'w), (gi; e I Um dies zum Ausdruck zu bringen, be- 


zeichnen wir mit // ein Aggregat solcher Polaroperationen, multipliziert mit 
Konstanten, und erhalten dann an Stelle von (25.) und (30.) die Relation: 


1,0 
(31.) (9,4° 'P, Doro ) er‘ ee Il (g,-, Rn | Ägen Dre) 2 


$ 5. Die Zerlegungsidentitäten in expliziter Form. 


Spezialisieren wir in (25.) im Falle 4) z zu o+o, so kommt: 


(32.) (A yPyero)=- 5 &, (9. y yo) (A| yrer)...yeero), 


% PR — 


d; d. Bun e(e+1) 
X; 2 

Form des Produktsatzes für Matrizen als (16.) und (17.) und ergibt sich 
durch Laplacesche Entwicklung der Determinante der Produktenmatrix: 
= + (0 yP)- (v9 YO) (a | y+P)... (a9 y“+»). Der allgemeinere Produkt- 
satz ist also aus den Identitäten (20.), bzw. (21.) zusammengesetzt, und 
das Herausgreifen der speziellen Form (16.), (17.) ist dadurch erklärt. 


wo & = (—1)%, +17 +. +1, wird. Dies ist eine allgemeinere 
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Die Relation (32.) gibt nun das Mittel zur expliziten Darstellung der Zer- 
legungsidentitäten. Wir betrachten dazu die in (31.) auftretenden Formen 
als Grundformen; d. h. wir führen die Substitution (11.) aus, die an der 
expliziten Darstellung in den Reihen A,B nichts ändert, da nach (8.) die 
neu eingeführten Reihen R sich durch die Reihen A,B selbst und nicht 
durch deren Teilreihen aVa®,..., 5b®b®,.. ausdrücken lassen. Sei also 


(33.) (hi dei | ar 9) un ( Piss) Be u ) 
so kommt für die dem Index « entsprechende Einzelsumme von (25.): 





(34.) Ze (R._.Pa.4” ... y")( Rt 
— Ze, ([R,—, OR | y ... y“.)) Tu ylat Pro y“) 
=e([R, m, Rp.) =e(R "| Ro-aPpn—.)- 


Damit ist nun in der Tat ein expliziter Schlußausdruck gegeben, und die 


y“a+r. .. y“r ') 





symmetrische Form, in der g, und p, eingehen, zeigt, daß (30.) zum 
gleichen Schlußausdruck führt, der also unabhängig ist von der ursprüng- 
lichen Zerlegung. Ein Unterschied zwischen (25.) und (30.) besteht nur, 
solange die Reihen y und v selbständige Bedeutung haben, die Zerlegungs- 
identität also nach unserer Definition in eine zerlegbare Identität übergeht. 
Um zu Identitäten mit mehr Symbolreihen zu gelangen, hat man nach 
$ 3 (Schluß) nur eine Reihe g, in 9,0”, bzw. p, in 9,0 aufzulösen. 
Die dann entstehenden Ausdrücke: 
(35.) (9, 0" [Rare Rate): (IR 1 Rp, 0...) 


sind nun genau vom Typus der bei zwei Symbolreihen auftretenden, lassen 


T—Tı 


also bei einer (33.) entsprechenden Substitution wieder explizite Darstellung 
zu, so daß sich durch Wiederholung explizite Darstellung bei beliebig vielen 
Reihen ergibt. Bemerkt mag noch werden, daß je die erste und letzte 
Summe in (25.) bzw. (30.) dıe explizite Darstellung ohne Anwendung von 
(33.) allein durch die Formel (32.) ergibt, oder sich überhaupt auf ein 
einziges, alle Reihen explizit enthaltendes Glied beschränkt. Die durch 
Auflösung von 9, in q,C” usi. aus (32.) entstehende Relation kann als 
der Produktsatz in seiner allgemeinsten Form aufgefaßt werden. 
Zusammenfassend werden wir zeigen: 


Satz III: Mit den Identitäten 


(36.) (9. 4° Pr Bern) = 2 HR Be aPıne): 


15* 
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wo die Reihen R durch (33.) bestimmt sind, und mit den durch Auflösung von 
9.>Pz in 9,0” usf. daraus entstehenden ist die Gesamtheit der unzerlegbaren Iden- 
titäten erschöpft. 

In der Tat sind die entstehenden Identitäten die allgemeinsten ihrer 
Art, da die einzelnen Reihen in bezug auf Gewicht und Anzahl keiner Be- 
schränkung mehr unterliegen, wie dies noch bei (20.), (21.) der Fall war. Es 
existieren aber auch keine weiteren Identitäten zwischen diesen Reihen; denn 
bei Auflösung einer Reihe p, in y®...y‘” sind die allgemeinsten Identitäten 
aus (20.), also nach $ 3 (Schluß) aus (20°.) zusammengesetzt; und zwar ist die 
ım Anschluß an (16.) diskutierte Zusammensetzung genau die in $4 durch- 
geführte. Den Übergang zu beliebig vielen Reihen liefert aber, wie die Dis- 
kussion von (20*.) zeigt, die Anwendung immer derselben Operation auf die 
durch Auflösung von gq, in 9,0” usf. entstehenden Ausdrücke. Es folgt daraus 
auch, daß der direkte Übergang von (20.) an Stelle von (20°.) nichts Neues 
liefert; dies läßt sich rechnerisch leicht bestätigen, indem man einmal eine 
Reihe q, ın (25.) spezialisiert, das andere Mal nach der Methode von $4 den 
Übergang von (20.) macht; es entstehen beide Male die gleichen Summen, die 
durch Anwendung des allgemeinen Produktsatzes (siehe oben) in die aus (36.) 
sich ergebenden Identitäten übergehen. Die Identitäten (20.), (21.) ent- 
sprechen den Spezialfällen =1,0=1; es treten dann nur je zwei Einzel- 
summen auf, also einer obigen Bemerkung entsprechend explizite Darstellung 
ohne die Substitution (33.), was mit dem früheren übereinstimmt. 

Zum Schluß seien noch zwei Spezialfälle der Zerlegungsidentität 
kurz erwähnt. Setzen wir in (31.): z=o, g=n—o und bezeichnen die 
Reihe »p, als p/g/_,, so kommt: 


(37.) (4°|p.) (B’| po) (A po) (BP) = & muB’ | AnaPe-a) 
Das ist die COlebschsche Formel*) zur Entwicklung einer Form mit zwei 
kogredienten Reihen »,,p, nach Elementarkovarianten. Die zu einer Form 


(4° |p,)”(B°|p;)” gehörenden Elementarkovarianten sind dann die folgenden: 


pe 


e i 
zZ ne ee Pe)! (A’|p,)”* (B’ Pe)" *. (e=0,1,...m,n) 


| a=1 


(38.) 


*) Olebsch, a.a.0., S. 25—32. Clebsch weist nach, daß die einzelnen Glieder 
der rechten Seiten nur von den Reihen A,B abhängen; die explizite Darstellung 
würde sich durch Anwendung von (32.) auf seine Ausdrücke ®, ergeben. 
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Sie gehen, wie wir kurz sagen wollen, aus der Grundform durch ‚kogre- 
diente Faltung vom Defekt «“ (vgl. $ 2) hervor. — 
Setzen wir zweitens: T=0—4, o9=n—0—1; B’=4A", so kommt: 
(39.) (ni 4° FR Po) Bu (* 1 (In A Au Po—ı) 


o—i ,n—o—i 


+ (— 1 . a P3 I ( In-0—i—a 4° | Au Ps—ı ) . 


a=1 
Es sind also, wie in $ 2 bemerkt, die die Symbolreihen charakterisierenden 
Bedingungen (12.) für ungeraden Defekt A eine Folge der Bedingungen 
von höherem Defekt. Für eine Linearform (A° p,)=(B’ p,) ergibt sich 
aus (39.), daß sich ıhre irreduzibeln invarianten Bildungen, die in den 
Koeffizienten quadratisch sind, auf solche von geradem Defekt reduzieren; 
das stimmt mit der bekannten Tatsache überein, daß eine Linearform im 
binären und ternären Gebiet keine invarianten Bildungen besitzt. 
Bemerkt sei, daß die allgemeinen Identitäten ursprünglich abgeleitet 
sind unter der Annahme, daß die einzelnen Reihen den Bedingungen (12.) 
genügen. Da indes diese einzelnen Reihen nur linear in die Identitäten 
eingehen, so gelten letztere auch für die allgemeineren, den Bedingungen 
(12.) nicht genügenden Reihen. 


$ 6. Explizite Darstellung der invarianten Bildungen. 
Faltungs- und Differentiationsprozesse. 


Die Resultate der vorigen Paragraphen erlauben uns, den in $2 aus- 
gesprochenen Satz von der symbolischen Darstellbarkeit (1. Fundamentalsatz) 
durch Zufügung der expliziten Darstellbarkeit zum Abschluß zu bringen, 
indem wir zeigen: 

Satz IV: ‚Alle invarianten Bildungen beliebiger Grundformen lassen 
sich explizit durch Matrizenprodukte darstellen; d. h. in die Schlußausdrücke 
gehen außer Variabelnreihen p, nur die Reihen S°,...T" der ursprünglichen 
Formen oder die durch Substitution (9.) oder (11.) aus ihnen abgeleiteten 
Reihen P,Q,R ein.“ | 

Zum Beweise nehmen wir an, eine invariante Bildung möge außer 
von Variabelnreihen von den Reihen S°,...7T" abhängen; und zwar seien 
diese Reihen genügend weit in einzelne Reihen: S’= 5” ...8%,...7’=T"...T"* 
aufgelöst, um eine Darstellung durch Determinanten zu ermöglichen. Die 
Reihen seien in einer an sich willkürlichen, aber bestimmt festgelegten 
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Reihenfolge 8”,...7” geordnet. Wir greifen nun ein solches Aggregat von 
Determinanten heraus, das von der ersten Gesamtreihe 5° = 8%...8%, nicht 
nur von einzelnen der Teilreihen, abhängt. Diese Abhängigkeit ist aber 
nach $3—$ 5 eine Folge der allgemeinen Identitäten. Lösen wir nun eine 
Variabelnreihe 9, in die Reihen y,v, oder eine der späteren Reihen 7 in 
die einzelnen Reihen t, bzw. 7 auf, so sind die allgemeinsten Identitäten 
aus (20.), (21.) zusammengesetzt. Diese letzteren Identitäten führen aber 
immer zu einem die Reihe S’ = $":... 8” explizit enthaltenden Ausdruck, 
der linken Seite von (20.), (21.); man überzeugt sich nämlich durch (19.), 
daß erst die vollständige rechts stehende Summe — nicht aber ein Teil der- 
selben, der einem Gliede von (20°.) entspricht — die Eigenschaft besitzt, 
nur von 5° abzuhängen. Bei Fortsetzung des Verfahrens bleiben alle ein- 
mal explizit eingehenden Reihen auch explizit erhalten; die Anwendung 
der Identitäten kann nur möglicherweise ein Zusammenfassen mehrerer 
Reihen zu einer einzigen, d.h. die Substitution (9.), verlangen. Ist 
schließlich nur noch eine einzige Reihe 7’ auf die explizite Form zu 
bringen, so sind zwei Fälle möglich. Es kann noch eine freie, d. h. nicht 
durch Substitution (9.) mit andern Reihen verbundene, Variabelnreihe auf- 
treten; durch deren Zerlegung in Teilreihen y oder v läßt sich das Ver- 
fahren zum Abschluß bringen; es entstehen, wie in (31.), Polaren einer 
oder mehrerer, alle Reihen explizit enthaltenden Formen. Tritt keine freie 
Variabelnreihe mehr auf, so erkennen wir nach der Art, wie sie entstanden 
sind, in der Gesamtheit der Ausdrücke, dıe die einzelnen Reihen i oder 7 
enthalten, aber von der Reihe 7’ abhängen, die Glieder einer Zerlegungsiden- 
tität; diese aber lassen nach $5 unter Anwendung der Substitution (11.) 
stets die explizite Darstellung in allen Reihen zu. Damit ıst der obige 
Satz allgemein bewiesen. Bemerkt mag noch werden, daß dann, wenn 
nur zwei Symbolreihen auftreten, die Substitution (11.) nie eintritt; es 
können nämlich — wegen 0, n—0o, r,n—tr<Zn — nur dann keine Varıabeln- 
reihen eingehen, wenn die beiden Symbolreihen in einer einzigen Deter- 
minante vereinigt, also explizit auftreten; sobald aber Variabelnreihen ein- 
gehen, zeigen (34.) und (33.), daß die Substitution (11.) überflüssig wird. 

Aus dem eben Gesagten folgt, daß es zur Erzeugung aller invarıanten 
Bildungen genügt, die Symbolreihen unter Zufügung von Variabelnreihen 
zu allen möglichen Matrizenprodukten zu vereinigen. Das allgemeinste 
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Matrizenprodukt ist nun von der Form: 

(40.) (Pr... Pw|Q,..-.Q,); Zu=r, 
wo die P und ® Reihen der ursprünglichen Formen sein können, oder 
durch eine Reihenfolge von Substitutionen (9.) oder (11.) aus den ur- 
sprünglichen Reihen hervorgegangen, oder endlich Variabelnreihen. Die 
Ausdrücke (40.) aber lassen sich erzeugen durch sukzessive Vereinigung 
je zweier Symbolreihen zu einem Matrizenprodukt, unter Zuhilfenahme von 
Variabelnreihen; denn man erhält aus 

(Inu 9, Pr) = (RR Q Pin) 

durch Vereinigung mit der Reihe Q,, einen Ausdruck 


([R, Q,. aaa | Q,. .. -_ ARE Pr Q, Q,. Pr v, vı) ’ 


also durch Fortsetzung des Verfahrens einen Ausdruck (40.). Sind dabei 
P und @ nicht die Reihen der ursprünglichen Formen, so zeigt (9.) und 
(11.) in Verbindung mit dem eben Gezeigten, daß sie gleichfalls durch 
eine Reihenfolge von Vereinigungen je zweier Symbolreihen entstanden 
sind. Es folgt daraus: 

Satz V: Der Prozeß zur Erzeugung aller invarianten Bildungen, 
der Faltungsprozeß, besteht in der sukzessiven Vereinigung je zweier Symbol- 
reihen zu einem Matrizenprodukt, unter Zuhllfenahme von Variabelnreihen. 

Aus zwei Symbolreihen S’,7’, wo o>r, lassen sich nun die fol- 
genden Matrizenprodukte bilden: 

(41.) UWE. 5 SR WEN > 

(42.) (TS); ii + 

(43.) a... 2 10,..,19)- 2 
Aus (31.) ergeben sich aber für (42.) und (43.) die Werte: 


(42*.) (mo, D° | PL, Pı—ı) un = I (-.-i—a S° | Wi Pı—-i—a ) ; 
(43*.) 11 an. ERNT,, P:) u 2 I (8° ns Pı;) . 


Es lassen sich also die Formen (42.) linear ausdrücken durch (41.) und 
Polaren von (41.), die Formen (43.) durch Polaren der Grundform und 
der Formen (41.). Ebenso ergibt sich aus (31.) die lineare Abhängigkeit 
der Formen (41.) von (42,) und Polaren von (42.). Danach sind aber 
nach der Ülebschschen Definition*) die Formen (42.) den Formen (41.) 


*) Clebsch, a.a. 0. $ 7. 
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äquivalent, während (43.) auf die Grundform zurückführt. Der erzeugende 
Prozeß ist also gleichberechtigt durch (41.) oder (42.) gegeben; wir wollen 
den in bezug auf die Zahl 4 einfacheren Prozeß (41.) als Faltungsprozeß 
definieren. Die Zahl A, der Defekt der Faltung (vgl. $ 2) gibt die Anzahl 
der zum Determinantenprodukt fehlenden Reihen an, und zwar in dem- 
jenigen Matrizenprodukt, das bei gegebener Faltung die Maximalzahl von 
Reihen enthält. Da A nur bis zum kleineren der beiden Werte 7,n—o 
läuft, wo o>r, so ist: 


(44.) .<5; n gerade; ı<"Zt, n ungerade. 


Die Zurückführung von (42.) und (43.) auf (41.) gilt auch dann noch, 
wenn durch weitere Faltung die Reihen p,g9 in Symbolreihen übergegangen 
sind; denn nach (36.) kommt: 
(ATS .B)=, 3 (BB AB): 

wo die Reihen R nach (33.) aus S und 7 hervorgegangen sind. Man er- 
hält also diese nur Symbolreihen enthaltenden Formen durch Faltung von 
(g, A" B,_, Pa.) bzw. (9,_,B" +" A, 12 Pa.) , — jenachdem o— 7 22x — 
mit der Grundform und den Formen (41.). 

Aus dem symbolischen Faltungsprozeß gewinnt man in bekannter 
Weise die wnvarianten Differentiationsprozesse, wenn man nur die Symbol- 





reihen S’,7T,_, durch die Reihen von Differentiationssymbolen 5 Pr 
ersetzt, wobei bekanntlich jedem Produkte rn ar ru die reale Be- 
Greelg ee ir 


0° 


er 








zukommt. Da die Reihen - r En: den Reihen 
Ps O (n—ı 


S°,T,_, kogredient sind, genügen sie denselben Identitäten wie diese, also 
speziell auch den zwischen (42.) und (42*.), (43.) und (43°.) bestehenden. 
Zusammenfassend erhalten wir: 

Satz VI: Alle invarianten Bildungen beliebiger Grundformen entstehen 
aus diesen durch wiederholte Anwendung des symbolischen Faltungsprozesses 
(41.) oder auch der invarianten Differentiationsprozesse : 


deutung E) 
i.. 





Ö 6, 
(ei OP, Er Pr)- (>r,i=1,2,...0,n—1) 
Es ist noch zu bemerken, daß bei jeder Faltung (41.) das Gesamt- 
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gewicht der Form, d.h. die Summe der Gewichte der einzelnen Variabeln- 
reihen (vgl. $1), abnimmt um die positive Zahl 2(A?+4(0—r)). Daraus 
folgt, unabhängig vom allgemeinen Endlichkeitsbeweis, die Endlichkeit der 
Formenreihe, d.h. der Gesamtheit der in den Koeffizienten linearen in- 
varianten Bildungen einer gegebenen Grundform*), 

Bemerkt sei weiter, daß Satz VI auch noch gilt für Formen, die den 
Bedingungen (12.) nicht genügen. Es läßt sich nämlich jeder Faktor 
von (3.): (S°'p,)" ersetzen durch ein Produkt von m, Linearfaktoren 
(A®|p,) (B* p,)---(M*®|p,), wodurch die invarianten Bildungen übergehen in 
solche eines Systems von Linearformen, die erst nachträglich einander gleich 
gesetzt zu werden brauchen. Für jede einzelne Linearform aber sind die 
Bedingungen (12.), die bei Einführung von Differentialsymbolen nur Differen- 
tialquotienten 2. Ordnung enthalten, stets erfüllt. 


$ 7. Entwicklung der allgemeinen Formen nach Normalformen. 


Wir werden ım folgenden ($ 8) eine Haupteigenschaft des Faltungs- 
prozesses (41.) ableiten, seine Zusammensetzbarkeit aus Grundfaltungen, 
bedürfen dazu aber der Übertragung eines wichtigen, von Herrn Mertens**) 
im quaternären Gebiete gegebenen Satzes auf das n-näre Gebiet. Dieser 
Satz sagt aus, daß sich ein beliebiges endliches System von Formen er- 
setzen läßt durch ein äquivalentes System von Normalformen. Unter 
„Normalform‘“ verstehen wir dabei — in Verallgemeinerung der binären 
und ternären Definition***) — eine Form, deren sämtliche in den Koeffi- 
zventen lineare invarıante Bildungen identisch verschwinden mit Ausnahme 
der Grundform selbst. Nach Satz VI (86) genügt also eine Normalform 
y dem System von Difierentialgleichungen: 


Ö 16) 
(46.) (9-: dr. Pı—ı 


wo die Reihen q,_,_,, ?:_, als willkürliche Größen zu betrachten sind. 
Diese Differentialgleichungen stimmen im quaternären Gebiet — unter Be- 


=), (>r;iml,2,...7,0n-0) 





kovarianten. 


**) F. Mertens, Über invariante Gebilde quaternärer Formen (siehe Einleitung), 
zitiert als „Tertens““. 


”*) Study, a. a. 0. S. 54. 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 2. 
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rücksichtigung von (39.) für o©=r=2 — mit den von Herrn Mertens ohne 
Einführung der willkürlichen Reihen p,g gegebenen 10 Differentialgleichungen 
(a. a. O., Formel 28)) vollständig überein; ihre Kenntnis, zusammen mit 
Satz VI, erlaubt uns, das dortige Beweisverfahren fast wörtlich auf » Variable 
zu übertragen. Hinzuzufügen ist einzig der mittels der Zerlegungsidentität 
(30.) erbrachte Nachweis, daß die konstruierten Formen Normalformen 
sind; im quaternären Gebiet ergibt sich dieser Nachweis noch ohne weitere 
Umformung. Es genügt deshalb auch eine kurze Darlegung des Beweises, 
und zwar der Einfachheit halber ın dem für das folgende nur in Betracht 
kommenden Fall einer einzigen Grundform f und ihrer Formenreihe (vgl. 
$6 Schluß), da für invariante Bildungen beliebigen Grades in den Koeffi- 
zienten beliebig vieler Grundformen der Beweis derselbe bleibt. 

Der Grundgedanke des Beweises ıst, durch Einführung der trans- 
formierten Koeffizienten eine Form mit n—1 Reihen p, zu ersetzen durch 
Formen mit n den x kogredienten Reihen &, den Reihen der Transtor- 
mationsgrößen. Aus diesen Formen leiten sich durch invariante Differen- 
tiationsprozesse direkt die gesuchten Normalformen ab. Die Entwicklung 
der allgemeinen Formen nach Normalformen wird vermittelt durch eine 
Reihenentwicklung für Formen mit og (e<Zn) kogredienten Reihen 5; inva- 
riante Differentiationsprozesse führen zu den Formen in den ursprünglichen 


Reihen p, zurück. | 
Es seien 5®,...£” die Reihen der Transformationsgrößen, so daß 


man hat: 
1 ı 2 ’ £ / 
tt nt +E"z, 
| _ (EN... EGe)\ 7’ 
Pi, = (5 Si. ) Par 
Die transformierten Koeffizienten der Formen f,%,... seien mit (f),(p);-.- 


bezeichnet, und es sei 


f=(S' 9)" (8° Po)" ++ -( n—1 nm). 


(47.) 


Es wird dann: 


(f) er ($ | EU mu ... (S' |E)"ın (5° 511 ER) mm. re Aa | &®) 25 En ‚“ 


N (48.) j (s® gmykı (s® Eye. 5 (5 Em) )’n 
wo My ++ +Mm„=m, usf. Aus jedem Koeffizienten (f), für den 
(49.) k>k,>k;-->k,, 


ergibt sich durch den die Reihen & genau erschöpfenden Differentiations- 


prozeß: 
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Od kı—kı ) Ö | kı—k; ö 3 
une. Em Pı) EIER p2) zn en Dr) 


die Form 


(51.) p — (s'" pı ale (s() 5 N . (s'® Sn sr—D p )n— —k, (s® AG) be. s())kn 


n—1 
Die Formen y sind die gesuchten Normalformen. Sie haben nämlich 
die folgenden, die Normalformen definierenden Eigenschaften: 
1. Sie sınd in den Koeffizienten lineare invariante Bildungen der 
Grundform f. Dies folgt daraus, daß sie aus f durch die invarianten 


Differentiationsprozesse (5, ,. 56) und (50.) hervorgehen. Sie lassen 
sich also (nach $ 6 Schluß) linear ausdrücken durch Polaren der endlichen 
Formenreihe von f. Man erhält diese Polaren, indem man die in y ein- 
gehenden Variabeln p, auffaßt als Koeffizienten einer in Linearformen zer- 
fallenden Form mit den Variabelnreihen »p,: 


(52.) H= (mi Pa)" "(na Pu) re lg; pin, 

Die Simultaninvarıanten der Formenreihen f und H ergeben alle in Be- 
tracht kommenden Polaren, da diese letzteren in den einzelnen Reihen p, 
von gleicher Dimension sein müssen wie g selbst. 

2. Sie genügen den Differentialgleichungen (46.).. Wendet man näm- 
lich auf den Differentialprozeß (45.) an, so kommt: 

pP = (5). 1>n 

Aus der Zerlegungsidentität (30.) folgt, wenn man die aus den Reihen s 
gebildeten Reihen 9, =s"”...5", p,_,=[s".+-s)],_, mit den dortigen 9,,P, 
identifiziert: 


n—1,0 £ 


£; ’ oa ld 2. 
= 2 P> e (gU; Fir Por pP ), 


B=0—t+4A 3 
Es wird dabeı: 


pe 15) 5) ss st) sh) u si) 5 
n— 


WO 1,,...t, irgendwelche 5, aus den Zahlen 1 bis o herausgegrififene, von 
einander verschiedene Zahlen bedeuten. Da nun A>o-—r, so folgt, 
daß sich unter diesen Zahlen :,,..., notwendig solche zwischen 1 bis r 
befinden; damit verschwindet aber p%:'% identisch, folglich jedes einzelne 
Matrizenprodukt und damit auch g’. 

Zur Äquivalenz des Systems der Normalformen mit der Formen- 
19° 
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reihe / bleibt jetzt nur noch zu zeigen, daß sich alle Formen der Formen- 
reihe nach Polaren der Normalformen in dem unter 1. festgelegten Sinne 
entwickeln lassen. Es sei /7 ein Aggregat von Polaroperationen 


ö 
(53.) ER 5), (ik; ie1,2,...0; k=1,2,...E) 


und /I’ ein Aggregat der speziellen Operationen (53.), für die «=o und 


k<o. Für eine Form F der g Reihen &®,...£®, die in der Reihe 5% vom 
Grade k, sei, gilt dann die Entwicklung*): 


k 
(54.) F- 5 IIR,, e<n 
a=( 


wo F, in der letzten Reihe 5$® vom «-ten Grade ist und aus F durch 
die invarianten Differentialoperationen 


0) 9) a 
(55.) (er) 
und /J? hervorgeht. Ersetzt man bei der Erzeugung von F, den Prozeß 


(55.) durch 
(56.) (sun 80 Pe) 

so entsteht eine Form F, (?,) mit nur g—1 Reihen &9,...g@=®, auf die sich 
wieder (54.) anwenden läßt. Die Fortsetzung des Verfahrens führt zu 
Formen @(p,,P,—1,..-Pı). Um aus diesen die Entwicklung von F nach 
(54.) zu erhalten, hat man die einzelnen Reihen p, durch &®,...$” zu er- 
setzen und auf die entstehenden Formen den Polarprozeß // (53.) anzu- 
wenden; dies gibt (vgl. (48.)) eine Summe von transformierten Koeffizienten 
(@). Für o=n bleibt beim ersten Schritt der Prozeß (55.) erhalten. Be- 
deuten c numerische Konstanten und wird noch abkürzend gesetzt 





a 0 0 6) 
(57.) (ED ED... Em) — 4; (ma am) Pr: 
so kommt im Falle o=n: 
(58.) F=8c04°(G), 


während für o<n nur «=0, also Zc(G) rechts eintritt. 
Wenden wir (58.) auf einen transformierten Koeffizienten (f) (48.) 
an, so wird, wegen der Vertauschbarkeit der Polarprozesse /I° mit allen 


*) F. Mertens, Über eine Formel der Determinantentheorie. Sitzungsber. d. Ak. 
d. Wiss., Wien, math.-naturw. Kl.. Bd. 91. 2. Abt. (1885). Formel 20). 
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Operationen (56.), für die go>o, und da Polaren transformierter Koeffi- 
zienten wieder transformierte Koeffizienten ergeben: 


N N Pa 
6= (zu 9) (5575 P) (gen zuean|P-ı) FRE) 
=Z&cp 
und aus (58.) folgt: 
(59.) ()==&c4”(y) (Mertens, Formel 23)). 


Um von (59.) zur Entwicklung von f selbst überzugehen, betrachten wir 
wieder die Variabeln p, als Koeffizienten einer Form H (52.) mit den / ent- 
sprechenden Gradzahlen m,,...m,_,, und es sei m=m, + +--+m,_ ,. Es 


wird dann, nach der Definition der Invarianten: 
f- = E(f)(H)=3c4°(y) (H), 


und die Anwendung des die Reihen $ genau erschöpienden Prozesses F"” 
ergibt: 

(60.) i=Zc#, 
wo die Formen & aus $ und H durch invariante Diffierentiationsprozesse 
nach den Variabeln abgeleitet, also Simultaninvarianten der Formen- 
reihen und H sind*). Nun beschränkt sich aber, da g Normalform, die 
Formenreihe auf die Form „ selbst; die Formenreihe 7 enthält alle 
überhaupt möglichen invarianten Variabelnverbindungen; die Simultanin- 
varianten von p und H sind also die Polaren von in dem unter 1. an- 
gegebenen Sinne; d. h. (60.) stellt die Entwicklung von f nach Polaren 
der Normalformen dar. Wir haben jetzt noch die gleiche Entwicklung 
für eine beliebige Form 6 der Formenreihe f nachzuweisen. Es seien 
T' die aus (#) durch (50.) abgeleiteten Normaliormen, so daß man hat: 

(61.) ()-Ec#(T). 
Die Formen # sind charakterisiert durch die für jeden transformierten 
Koeffizienten geltende Relation: 

(09) 4 =Zc(f) (Mertens, Formel 9)). 


Da aber eine jede Form F der n Reihen $, die den Faktor 4° enthält, 
auch den zweiten Z’IIF enthält (Mertens, Formel 20)), so folgt: 
(4)==cy°(f), also !=Fcy, 


*) An Stelle des direkten Schlusses werden bei Mertens, $7 eine Reihe 
weiterer Differentialprozesse eingeführt, die wesentlich die Bildung der Formenreihe 
H bezwecken, was unser Satz VI leistet. 
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und daraus nach (61.) die (59.) entsprechende Relation: 
(0)=Z04(y), 
die für # die Entwicklung (60.) nach Polaren der Normalformen p nach 
sich zieht. Zusammenfassend haben wir: 
Satz VII. Eine jede Formenreihe f läßt sich ersetzen durch ein 
äquivalentes System von Normalformen. 


$8. Zurückführung des Faltungsprozesses auf Grundfaltungen. 


Im Anschluß an Satz VII führen wir jetzt die am Anfang vom 
$ 7 erwähnte Zurückführung des Faltungsprozesses auf Grundfaltungen durch. 
Wir bezeichnen dabei (vgl. $5) jede Faltung zweier kogredienter Reihen 
S®, Te als „kogrediente Faltung‘‘, und speziell die kogrediente Faltung vom 
Defekt 1 zweier Reihen S?,T® als „Grundfaltung vom Typus o“. Dann 
beweisen wir, ın Vervollständigung von Satz VI, den 


Satz VIII: Der allgemeine Faltungsprozeß (41.) läßt sich zusammen - 
setzen aus den (n—1) Grundfaltungen vom Typus oe, wo o=1,2,...n—|l. 
Mit anderen Worten: Zur Erzeugung aller invarvanten Bildungen genügt die 
sukzessive Anwendung der n—1 Grundfaltungen. 

Im binären Gebiet fällt der Faltungsprozeß (41.) direkt mit der 
einzigen möglichen Grundfaltung zusammen; ım ternären Gebiet habe ich 
Satz VIII in $ 1 meiner Dissertation (vgl. Einleitung) bewiesen. Es sind 
dort, wegen (44.), die allgemeinen kogredienten Faltungen noch identisch 
mit den Grundfaltungen, und es ist bemerkenswert, daß Satz VIII für 
n Variable die Reduktion auf Grundfaltungen leistet, und nicht nur die 
viel schwächere auf kogrediente Faltungen. Der Beweis ist im Prinzip 
dem ternären nachgebildet, indem die allgemeinsten Faltungen aus den 
Grundfaltungen konstruiert werden, unter Anwendung der symbolischen 
Identitäten. Wir werden erzeugen: 


1) beliebige Faltungen vom Defekt 1 durch kogrediente vom Defekt 1, 
d.h. durch Grundfaltungen (Analogon zum ternären Fall), 

2) beliebige Faltungen vom Defekt A durch kogrediente vom De- 
fekt A und durch beliebige Faltungen vom Defekt 1, 

3) kogrediente Faltungen vom Defekt A durch kogrediente vom Defekt 
,—1 und durch beliebige Faltungen vom Defekt 1. 
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Dabei setzen wir, was wesentlich ist, nach Satz VII die beiden 
zu faltenden Formen $ und T als Normalformen voraus. Es gelten also, 
nach (46.), die Relationen: 

RR. u u. —(, (0, > 0,4 =1,2,...0,,0n—9,) 
ı AMRGRRE u 


Es genügt weiter, nach $ 2 (Schluß) die Formen 5 und T in allen Variabeln- 


(62.) 


a —(), («, >r,i4=1,2,...7,,n—T,) 


reihen linear anzunehmen; d.h. die konstruierten Formen gehören der 
Formenreihe an: 

f=($' pı) (92) (ST 9) (791) (TRIP) (TI pn). 

1) Erzeugung von (9,_,_19° T,_.P._ı), wo o>t, aus Grundfaltungen 
vom Typus +0; @=0,1,...0—t. Aus der Grundfaltung vom Typus ı 


U a a ar 
erhalten wir durch die Substitution 
w=T,_,P._ı 
eine Form der Formenreihe f, mit drei Reihen vom oberen Gewichtsindex 
(vgl.$ 1) +1: 
(63.) (ws 9.) IT). 

Eine Grundfaltung vom Typus = +1, angewandt auf (63.), ergibt: 

(Inı2W8 8, 4-1Pr); 
aus (31.) ergibt sich daraus, durch die Substitution q,_,.w=4,_,_,, der 
Wert: 


T,n—Tr —1 


€ (,_,_,wS'+}) (S' 'P:) + P ET RBPRER . u Pina) . 


a=]1 


Der Ausdruck unter dem Summenzeichen verschwindet nach (62.) iden- 
tisch; wir sind also zu einer Form gelangt: 

(WS Dr) Pe (T Pr); 
die aus (63.) durch Verwandlung von z in 7 +1 hervorgeht. Die (o—r)-fache 
Wiederholung des Prozesses führt also zu der gesuchten Faltung: 


(wS° | Ps+ı) = 5 TAMRET . 24 Fa —ı Pı-ı) . 
Wir deuten den durchgeführten Prozeß kurz an durch die Formel: 
(64.) AT u ER 


wir sehen, daß nur die Normaliormeigenschaft von S, nicht aber die von 
T, benutzt wird. Ein zu (64.) dualistischer Prozeß läßt sich unter alleiniger 
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Benutzung der Normalformeigenschaft von T in umgekehrter Reihenfolge 
durchführen, nämlich der folgende: 
(65.) a ee a RE < 
nach den Relationen: 
(918° | Tu. Po—1) SE (TaY PN), wo ya I“, 
(Si De TYP.) SE (Ta-0+1Y Po) ; 


(di en er YP:-1) . EN u | Bir) 
Es mag noch auf den Zusammenhang mit der in $ 6 (Schluß) angegebenen 
Abnahme des Gesamtgewichtes hingewiesen werden, die für Faltungen vom 
Deiekt 1 den Wert 2(1 +(0—)), für Grundfaltungen den Wert 2.1 hat. 
Wenn also die Zusammensetzbarkeit aus Grundfaltungen überhaupt möglich 
ist, so sind notwendig o—7r +1 solcher dazu erforderlich, wie oben durch- 
geführt. 

2) Erzeugung allgemeiner Faltungen aus kogredienten und Grund- 
faltungen. Die Gewichtsabnahme beträgt für eine allgemeine Faltung (41.): 
2(#°+4(0—t))=2[4°+(0— rt) (1+(A—1))], ergibt also die Möglichkeit einer 
Zerlegung in eine kogrediente Faltung vom Defekt A (Gewichtsabnahme 
24?) und o—r Faltungen vom Defekt 1 und der Differenz der Gewichts- 
indizes A—1 (Gewichtsabnahme 2/1+(4—1)|). Diese Zerlegung stimmt im 
Falle A=1 mit der unter 1) angegebenen überein; wir zeigen, daß sie 
sich in der Tat realisieren läßt. 

Aus der kogredienten Faltung vom Defekt 4 

(md | T,„_: Pı—ı) 
erhalten wir durch die Substitution: RT, _,p,_, eine Form mit den 
beiden Reihen vom oberen Gewichtsindex z+4 und r+1: 
(66. ) (R’S' Ip.) (8 Pr): 
Die Reihe mit dem niedrigeren Gewichtsindex 7 + 1 gehört einer Normal- 
form an; (66.) läßt also eine aus A Grundfaltungen zusammengesetzte 
Faltung vom Defekt 1 zu, in der Reihenfolge von (65.): | 
(R’ Ss’) St}, Be u  . 


Dies ergibt, unter Berücksichtigung von (31.) und (62.): 
(in R S” | a Pı ) auch (R „Ai | Pr+r41 ) ’ 


also eine Form, die aus (66.) durch Verwandlung von z in r-+1 hervor- 
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geht, analog wie dies unter 1) mit (63.) der Fall war. Die (o—r)-fache 
Wiederholung des Prozesses führt zu der gesuchten Faltung: 
(R’S’ |P.41) =E (m T1 Pi): 
Bei dem ganzen Prozeß war allein die Normalfiormeigenschaft von S be- 
nutzt; die Betrachtung von 7 als Normalform führt auf den dualistischen 
Prozeß, mit vollständiger Umkehrung der Reihenfolge, nach den Formeln: 
(18° | T,-,96-) =: (7, RıP.-);, ww Re n-.—8; 
(4.777,91) TH BhBeni): 


(9-11 Tor 9-1) Fe ln 8 Ta Pr). 

3) Erzeugung kogredienter Faltungen vom Defekt A aus kogredienten 
vom Defekt .—1 und Grundfaltungen. Die Gewichtsabnahme für kogre- 
diente Faltungen vom Defekt A beträgt: 24°=2((A—1)’+24—1), läßt 
also die Möglichkeit einer Zerlegung in eine kogrediente Faltung vom Defekt 
4—1 und 24—1 Grundfaltungen zu. Wir finden dieselbe am einfachsten, 
wenn wir erst speziell setzen: n=24. Die einzig mögliche kogrediente 


n 


Faltung vom Defekt A wird: (S° T,)=(S° T,); sie enthält eine Reihe « 
und z weniger als die Faltung vom Defekt 4—1 ebenderselben Reihen 
(uS*'T,x). Wir setzen umgekehrt die Faltung vom Defekt % aus Grund- 
faltungen, die das Verschwinden einer Reihe v und x bewirken (Gewichts- 
abnahme 2(n—1)=2(24—1)) und zugleich eine neue Symbolreihe AR“ er- 
zeugen, und aus einer kogredienten Faltung vom Defekt A—1 zusammen. 
Die einfachste Faltung, die das leistet, ist die folgende vom Defekt 1: 

(sT’\op)=e(S"" R,_,p)=e(R’ p)), 
wo gesetzt ist: 

Rt=sT, s=S, o=8, ReoR,.. 
Sie ist nach (65.) und (64.) zusammengesetzt aus den 24—1 Grundfaltungen: 

(67.) ET ER U, 
Eine Faltung vom Defekt 4—1 ergibt, unter Berücksichtigung von (21.) 
und (62.): 
(uSioR,_ı2) =e(R’*' S,2)=e(sT’ S’r)=e(S’ T,). 
Der allgemeine Fall, für zwei Reihen S?, 7° und beliebiges n, läßt sich 
nun direkt aus dem speziellen übertragen. An Stelle von (67.) treten die 
folgenden 24—1 Grundfaltungen: 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 2. 20 
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(68.) TR, tr 
Die erste Hälfte der Faltungen ergibt die Form: 
U RER T? ER ee Pe—1 ) ’ 
aus der durch die Substitutionen 
Dot. 1 P.—ı =W, Tw= Re' s 
und Anwendung der zweiten Hälfte der Faltungen hervorgeht: 
(In 04 N rar Ru pP.) ß 
Substituiert man: 
In—o— le Y; 
so kommt durch eine kogrediente Faltung vom Defekt 4—1: 
(69.) (Mm-o—i41 S° YR.-,-ı Pe—i} 1 ) ® 
Wir zeigen, daß dies die gesuchte Faltung vom Defekt 4 ist. Substituiert man 
R,- o—1 Po—r+1 —. R,. A 
und beachtet, daß durch Auflösen von % 
u +1 R | a Y) Zn. (9. —0— a | Be Pr ) eo 0 
kommt, so ergibt sich nach (20.) für (69.) der Wert: 
n (5° R \Po+i1—ı1 Yy) - & (In ib | [5° Ro-iPe+1-ı ) : 
Diese Faltung ist aber vom Typus (43.), also äquivalent 
( Ss? | R.—. —ı P,—1+1 ) un (w T? | R, Po—1+1) ‚„‚ WO R,- IAn—o—ı S*. 
Hier ist R, schon von der gewünschten Schlußform; der Ausdruck ent- 
spricht der Form (sT*|S,x) im Spezialfall. Beachtet man nun, daß durch 
Auflösen von w und AR, sich ergibt: 
(w R"’ Bi P-—ı+1 ) .. (9_ R" ” Sn—.43—1 Po) 
=Et ( MER Ss? | en ı—1 Po) non. 0 2 
so kommt nach (21.) der Wert: 
(w In—o+i—1 | Be R,) RG ( 9In-e+2-1l1n RR,” | 5, —0+4—1 P—ı ) 
äquivalent (q,_,_,8° T,_,P.-.)- 
Bei dem ganzen Prozeß war nur die Normalformeigenschaft von 
S, nicht die von T benutzt; die kogrediente Faltung vom Defekt 4-1 zur 
Erzeugung von (69.) läßt sich also ersetzen durch 24—3 Grundfaltungen 
und eine kogrediente Faltung vom Defekt 4—2, die ihrerseits wieder eine 
Zerlegung in Grundfaltungen zuläßt usf. Analog ergibt sich die Erzeugung 
bei Benutzung der Normalformeigenschaft von T und Anwendung des dua- 


lıstischen Prozesses, d. h. der Grundfaltungen: 
be ER, „ar ui 5 une > 4ER 2 
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und einer zu (69.) dualistischen Faltung. Es entsteht jetzt die der vorigen 
äquivalente Faltung (9,_,-, 7° 8,_,P,.). 

Nimmt man die unter 2) erhaltene Zerlegung hinzu, so hat man 
in der Tat eine Erzeugung der allgemeinsten Faltungen aus Grundfaltungen 
erhalten. Es bleibt noch nachzuweisen, daß diese Erzeugung, abgesehen 
von der Vertauschung der Reihenfolge, eindeutig ist, d. h., daß jeder Fal- 
tung eine und nur eine Zahl «, von Grundfaltungen vom Typus go, wo 
o=1,2,...n—1, zukommt. 

Es seien m, die Gradzahlen in den Variabelnreihen p, der Ausgangs- 
form f, , die Gradzahlen der durch Faltung entstandenen Form. Eine 
jede Grundfaltung vom Typus o verwandelt die Gradzahlen 


M,_ı b) M, b) M., +1 bzw. in M,—ı + 1 b) Mm, cu 2 ’ M +1 + l nu 
Die « genügen also dem Gleichungssystem: 


(70.) m,—l, =—4,1+20,— a 


ie (=1,2,...n—1) 


wo &, und «,=0 zu setzen ist und dessen Determinante den Wert n hat*). 
Es sind dadurch die « also eindeutig bestimmt, und zwar nach Satz VIII 
als positive ganze Zahlen, was Bedingungen für die Differenzen m,—I, ergibt. 

Die Ergebnisse dieses Paragraphen gelten vermöge der Relationen (62.); 
es sind aber nicht etwa in dem Falle, daß die Relationen (62.) nicht 
gelten, die Schlußausdrücke den Anfangsausdrücken äquivalent. Die in 
$6 gegebene Definition der Äquivalenz läßt nämlich auch die Fassung 
zu**): „Zwei Formen sind dann und nur dann äquivalent, wenn sie sich 
unterscheiden durch Formen von höherer Faltung, d. h. durch Formen, 
die eine höhere Gewichtsabnahme aufweisen.“ Diese höhere Gewichtsabnahme 
hat stets statt, wenn die beiden in die Faltung eingehenden Reihen g,_,_;; 
p,_,; wirklich Variabelnreihen sind, wie dies bei (41.), (42.), bei den in 
diesem Paragraphen als äquivalent auftretenden Faltungen, oder auch bei 
den äquivalenten Formen des Satz VII der Fall war. Sie braucht aber 
nicht stattzuhaben, wenn diese Reihen durch Substitution aus Symbol- 
reihen abgeleitet sind, wie dies der Fall war bei den Formen dieses Para- 
graphen, die vermöge (62.) durch einander ausdrückbar waren. Man sieht 


*) Bezeichnet 4 die n-reihige Determinante, so gilt die Rekursionsformel: 
An=2 An-ı— Ana; d.h. A— An-ı= Aı— Am = h—A-1, dad=3, h=2. 

**, Vgl. dazu die Überlegung am Schlusse des nächsten Paragraphen. 
20* 
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leicht, daß die verschwindenden Formen zum Teil sogar ein höheres Ge- 
samtgewicht aufweisen. 


$ 9. Formenreihen. Reduktionssätze*,). 


Die in $ 6 (Schluß) eingeführte Formenreihe definieren wir jetzt etwas 
schärfer als ‚die Gesamtheit der in den Koeffizienten linearen invarianten 
Bildungen einer gegebenen Ausgangsiorm, d.h. die Gesamtheit der durch 
Faltung in sich aus der Ausgangsform entstandenen Formen, in der An- 
ordnung nach höheren Formen“. 

Zur Erklärung der höheren Formen sei die Ausgangsfiorm nach 
Satz VII als Produkt zweier Normalformen S-T gegeben; als höhere Form 
bezeichnen wir dann Formen mit höherer Faltung in sich, unter den 
Formen mit gleicher Faltung in sich speziell normierte. Genauer ausge- 
drückt heißt das: Es sei die Form A durch «,, die Form B durch 5, Grund- 
faltungen vom Typus oe entstanden. B ist höher als 4A: 

l) wenn in dem System von Ungleichungen: 9, >e«,, 0=1,2,...n—1, 
mindestens für einen Wert eo das Ungleichheitszeichen gilt**); 

2) wenn für alle Werte o das Gleichheitszeichen gilt, aber weniger 
Symbolreihen zu einem einzigen Matrizenprodukt zusammengefaßt 
sind. Diese Normierung erweist sich als notwendig wegen der 
Reduktionen in $ 8. Danach wird z. B.: (S”"" T,_,) höher als 
(SL TEL Pe): 

3) Wenn für alle Werte oe das Gleichheitszeichen gilt und die Anzahl 
der zu einem Matrizenprodukt zusammengefaßten Symbolreihen die 
gleiche ist, wird B höher als A durch eine an sich willkürliche, 
aber ein für allemal festgelegte Normierung. Diese Normierung ist 
wegen der endlichen Anzahl der zu einem Wertesystem « gehörenden 
Formen stets möglich, läßt sich z. B. erreichen durch Auszeichnung 
der einen Form S (größere Anzahl von Symbolreihen S, höhere 
Summe der oberen Gewichtsindizes der Reihen S usf.). 


*) Vgl. die entsprechenden Betrachtungen im ternären Gebiet. Diss. $$ 1—3. 

**) Gilt in dem System ven Ungleichungen zum Teil das Zeichen >, zum 
Teil das Zeichen <, so sind die Formen nicht miteinander vergleichbar, da einer 
Form, die aus einer anderen durch Faltung hervorgegangen, stets ein positives Werte- 
system von Grundfaltungen zukommt, also in unserem Fall positive oder verschwin- 
dende Werte 3,—«,. 
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Wir können uns zweckmäßig die Formenreihe als (n—1) -dimensionale 
Mannigfaltigkeit von Gitterpunkten angeordnet denken, wobei dien—1 Rich- 
tungen den n— 1 Grundfaltungen entsprechen. Einer jeden Form ist dann ein 
und nur ein Wertesystem «,d. h. ein positiv ganzzahliger Gitterpunkt zugeord- 
net, während die verschiedenen Formen, die zu einem Wertesystem « ge- 
hören, durch die obige Normierung in ihrer Anordnung eindeutig bestimmt 
sind. Eine beliebige Form der Formenreihe gibt die Ausgangsform einer 
neuen Formenreihe, die als Teil in der Gesamtformenreihe enthalten ist; 
und zwar als Teil enthalten in denjenigen Formen, die man von der neuen 
Ausgangsform aus, in den n—1 positiven Richtungen fortschreitend, erhält. 

Vermöge Satz VIII und der allgemeinen Theorie der Reihenent- 
wicklungen gelten nun für Formenreihen genau die Reduktionssätze des 
binären und ternären Gebiets (vgl. Diss. $3), von denen wir den Haupt- 
satz noch kurz ableiten wollen. Wir schicken die Definition voraus: 

„In einem gegebenen System von Formen sei eine gewisse endliche 
Anzahl von Formen zu einem Modul zusammengefaßt; als reduzibel be- 
zeichnen wir eine Form, die sich ausdrücken läßt durch Formen, die In- 
varıanten zum Faktor haben, oder durch „höhere Formen‘; d.h. durch 
höhere Formen der Gesamtformenreihe, der die Form angehört, oder 
durch Formen, die die Symbole des Moduls in höherer Ordnung enthalten. 
Eine reduzible Formenreihe nennen wir Reduzent.“ Es gilt dann 

Satz IX: Ist die Ausgangsform einer Formenreihe reduzibel dadurch, 
daß sie durch Faltung mit einem Reduzenten hervorgegangen ist, so ist die 
gesamte, aus dieser Ausgangsform entstehende Formenreihe reduzibel. 

Zum Beweise bedenken wir, daß eine durch Faltung einer Form f 
mit einer zweiten g entstandene Form h sich wegen (45.) auffassen 
läßt als eine mehrere kogrediente Variabelnreihen p,, p, enthaltende 
Form f. Solche Formen lassen sich aber nach der allgemeinen Theorie 
der Reihenentwicklung darstellen als Polaren der Elementarkovarianten 
von /, dadurch daß man die Reihenentwicklung sukzessive auf je zwei 
kogrediente Variabelnreihen p,,p/ anwendet. Dabei sind nach (38.) die 
auftretenden Elementarkovarianten die durch kogrediente Faltung er- 
zeugten Formen. Da aber die Reihenfolge in der Anwendung der 
Reihenentwicklung noch willkürlich ist, können wir insbesondere eine 
solche Reihenfolge nehmen, die der Erzeugung der allgemeinen Fal- 








154 E. Noether, Invariantentheorie der Formen von n Variabeln. 


tungen aus Grundfaltungen entspricht. Das entstehende System von Ele- 
mentarkovarianten wird dann identisch mit der Formenreihe /; und zwar 
ordnen sich die durch kogrediente Faltung von höherem Defekt entstandenen 
Formen in die durch Grundfaltungen entstandenen ein. Zu Polaren der 
Formenreihe f gelangt man aber auch bei beliebiger Reihenfolge der 
Reihenentwicklung, der ein zweites System von Elementarkovarianten ent- 
sprechen möge. Da nämlich die Formenreihe die Gesamtheit der inva- 
rianten Bildungen erschöpft, läßt sich jede Form des zweiten Systems 
linear ausdrücken durch Polaren der Formenreihe, und zwar Polaren der- 
jenigen Formen, die gleiche oder höhere Gewichtsabnahme zeigen. Dies 
letztere folgt daraus, daß sich (vgl.$7) die Polaren auffassen lassen als 
Sımultaninvarianten einer Formenreihe 7 (52.), mit der Form Ah ent- 
sprechenden Gradzahlen, und der Formenreihe f. Jeder Faltung von H ın 
sich entspricht eine Gewichtsabnahme, die sich nach Vornahme von Sub- 
stitution (11.) auf die Symbolreihen und damit auf die Formen von / 
überträgt*). 

Eine beliebige Form der Formenreihe k ist entstanden durch Fal- 
tung von h ın sich; d. h. durch höhere Faltung von g mit f einerseits, durch 
Faltung von f oder g in sich andererseits. In beiden Fällen führt die Reihen- 
entwicklung, ebenso wie oben bei der Ausgangsform h gezeigt, auf Polaren 
der Formenreihe f. Ist insbesondere f Reduzent, so ergibt sich eine Ent- 
wicklung nach Polaren des Reduzenten; die Formenreihe h wird also reduzibel. 

Anwendungen des Satzes auf die Reduktion vollständiger Formen- 
systeme ergeben sich analog wie im binären und ternären Gebiet. 


*) Diese Betrachtung liegt auch der zweiten Fassung des Äquivalenzbegriffes 
($ 8 Schluß) zugrunde. Weitere Ausführungen über die verschiedenen Systeme von 
Elementarkovarianten finden sich im ternären Gebiet bei Study, a.a.0., Il. $ 7. Satz 
7) und 8). Vermöge unseres Satz VII gelten dieselben auch für n Variable. 


; 
e 
E- 
n 
E 
i 
4 








THE 


u Tri eu. : 














4 
3 
2 
| 


155 


Über die Darstellung der symmetrischen und der 
alternierenden Gruppe durch gebrochene lineare 


Substitutionen. 
Von Herrn J. Schur in Berlin. 


In der vorliegenden Arbeit behandle ich die Aufgabe, alle end- 
lichen Gruppen von gebrochenen linearen Substitutionen (Kollineationen) 
zu bestimmen, die der symmetrischen oder der alternierenden Gruppe mit 
n Vertauschungsziffern einstufig isomorph sind. Diese Aufgabe wird 
so weit gefördert, daß eine genaue Übersicht über die gesuchten Kollineations- 
gruppen gewonnen wird. 

Die symmetrische Gruppe mit n Vertauschungsziffern bezeichne ich 
im folgenden mit ©,, die alternierende Gruppe mit Q,. 

Es genügt, unter den zu bestimmenden Kollineationsgruppen nur 
die irreduziblen (nicht zerlegbaren) zu kennen; ferner hat man zwei dqui- 
valente Gruppen, d. h. zwei Gruppen, die ineinander linear transformierbar 
sınd, als nicht verschieden anzusehen. 

Unter den Gruppen gebrochener linearer Substitutionen, die der 
Gruppe ©, oder W, isomorph sind, nehmen diejenigen eine besondere Stellung 


. n! 
ein, die sich auch als Gruppen von n! bzw. 5 ganzen (homogenen) line- 


aren Substitutionen schreiben lassen. Diese Gruppen hat bereits Herr 
Frobenius*) durch Berechnung der Charaktere der Gruppen &, und \ 


*) „Über die Charaktere der symmetrischen Gruppe“, Sitzungsberichte der 
K. Preuß. Akademie, Berlin, 1900, S. 516: „Über die Charaktere der alternierenden 
Gruppe“, ebenda, 1901, S. 303: „Über die charakteristischen Einheiten der sym- 
metrischen Gruppe“, ebenda, 1903, S. 328. — Auf anderem Wege habe ich die 
Charaktere der symmetrischen Gruppe in meiner Inaug.-Dissertation „Über eine Klasse 
von Matrizen, die sich einer gegebenen Matrix zuordnen lassen“, (Berlin 1901) erhalten. 
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sämtlich bestimmt*). Eine einfache Methode zur wirklichen Herstellung 
dieser Gruppen habe ich später angegeben**). 

Wir haben uns daher in dieser Arbeit nur mit denjenigen Gruppen 
zu beschäftigen, bei denen die Benutzung gebrochener linearer Substitu- 
tionen wesentlich ist. Eine solche Gruppe bezeichne ich mit &’ oder A, 
je nachdem sie der Gruppe ©, oder der Gruppe W, isomorph ist; ent- 
sprechend bezeichne ich die mit ©, und W, isomorphen Gruppen, bei denen 
die gebrochenen linearen Substitutionen durch homogene lineare Substitu- 
tionen ersetzt werden können, mit &® und A”, 

Für n<(4 existieren Gruppen © und A überhaupt nicht. Ist 
aber n>4, so ist, wie ich im folgenden zeige, die Anzahl der verschiedenen 
(nicht äquivalenten) irreduziblen Gruppen &;? gleich der Anzahl v, der Zer- 
legungen 

(1.) n=vı,tY + *++PV, n>nD>+ >> 
von n in voneinander verschiedene ganzzahlige Summanden, und zwar ent- 
spricht einer Zerlegung (1.) eine irreduzible Gruppe © des Grades 


n—m 
[ 1 n! Ya,3 


ne a 


m DE FE EEE TE VYat 93 








Hierbei bezeichne ich als den Grad einer Gruppe gebrochener linearer Sub- 
stitutionen die um 1 vermehrte Anzahl der Variabeln, also die Anzahl der 
Variabeln ın den zugehörigen homogenen linearen Substitutionen. Für die 


n—1 
Zerlegung n=n hat man die Zahl /, gleich 2° ° " zu setzen. Bei n=6 
sind die beiden Gruppen der Grade /,=4 und f,;,=4 als nicht von- 
einander verschieden anzusehen. 
n—1 

Auf die besonders interessante Gruppe © des Grades ol 2 1 hat 
bereits Herr A. Wiman in seiner wichtigen Arbeit „Über die Darstellung 
der symmetrischen und alternirenden Vertauschungsgruppen als Collineations- 
gruppen von möglichst geringer Dimensionszahl‘***) hingewiesen, ohne je- 


doch genauer anzugeben, wie diese Gruppe für ein beliebiges n wirklich 


*) Eine kurze Zusammenfassung der Frobeniusschen Resultate findet man in 
$ 43 dieser Arbeit. 
**) „Über die Darstellung der symmetrischen Gruppe durch lineare homogene 
Substitutionen“, Sitzungsberichte der K. Preuß. Akademie, Berlin, 1908, S. 664. 
***) Math. Annalen, Bd. 52, S. 243. 
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herzustellen ist. Im Abschnitt VI gebe ich ein relativ einfaches Verfahren 
zur Bildung dieser Gruppe an. 

Bei der Betrachtung der alternierenden Gruppe hat man folgen- 
des zu beachten: Die Gruppe W, besitzt einen äußeren Automorphismus 
4=(p ‚ wo P’ aus P dadurch hervorgeht, daß man in den Zykeln der 


Permutation P zwei feste Ziffern, etwa die Ziffern 1 und 2 vertauscht. 
Aus jeder mit X, isomorphen Kollineationsgruppe 8 erhält man daher 
eine zweite Gruppe #” derselben Art, indem man für jede Permutation P 
von W, die zu P gehörende Kollineation von $ durch die zu P’ gehö- 
rende ersetzt. Im folgenden bezeichne ich 8 und ®’ als adjungverte Gruppen. 

Sieht man nun zwei adjungierte Gruppen auch dann, wenn sie 
nicht einander äquivalent sind, als nicht verschieden an, so wird die An- 
zahl der verschiedenen irreduziblen Gruppen A” für n=4 gleich Eins und 
für n>4, wie bei der symmetrischen Gruppe, gleich v,. Die der Zer- 
legung (1.) entsprechende irreduzible Gruppe A” ist, wenn n—m ungerade 
ist, gleich f, ,,,...,,, und wenn n—m gerade ist, gleich z Ferrn.arm Diese 
allgemeinen Regeln erleiden jedoch eine Ausnahme für die beiden Fälle 
n=6 und n=7. Für n=6 sind zunächst von den v»,=4 eben erwähnten 
Gruppen A, deren Grade gleich 4,4,8,20 sind, die beiden Gruppen des 
Grades 4, wie bei der Gruppe ©,, als identisch anzusehen; außer den übrig- 
bleibenden drei Gruppen gibt es aber noch sechs andere wesentlich ver- 
schiedene*) irreduzible Gruppen A der Grade 3,6,6,9,12,15. Für n=7 
kommen zu den v,=5 dem allgemeinen Fall entsprechenden Gruppen AY 
noch elf andere irreduzible Gruppen der Grade 6, 6,15,15,21,21,24, 24, 
24,24,36 hinzu. 

Jede Gruppe © und W’’ läßt sich als Gruppe von 2.n! bzw. .. 


homogenen linearen Substitutionen schreiben. Diese Regel versagt nur für 
die beiden alternierenden Gruppen W, und 4,; hier kann die Mindestanzahl 


von homogenen linearen Substitutionen, in denen eine Gruppe A” (n=6,7) 
geschrieben werden kann, auch gleich 3. = 
erklärt sich das Auftreten der als Ausnahmefälle genannten Gruppen A 
und AP, 


n! 
oder 6. sein. Hierdurch 


*), Hierbei werden zwei Gruppen mit konjugiert komplexen Koeffizienten als 


nicht voneinander verschieden betrachtet. 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 2. 21 
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Besonders bemerkenswert ist das Vorhandensein zweier wesentlich 
verschiedener Gruppen 4 des Grades 6, zu denen noch eine Gruppe A” 
desselben Grades hinzukommt. Die beiden Gruppen A unterscheiden sich 


in erster Linie dadurch, daß die eine als Gruppe von 3. u die andere 
7! 


erst als Gruppe von 6-5 homogenen linearen Substitutionen geschrieben 


werden kann. Diese beiden Gruppen hat Herr Wiman*) bei der Unter- 
suchung der mit der Gruppe %, isomorphen Kollineationsgruppen sechsten 
Grades übersehen. 

Von den im vorstehenden aufgezählten Gruppen &Y und A waren 
bis jetzt, abgesehen von der in der Arbeit des Herrn Wiman erwähnten 


n—1 


Gruppe © des Grades 2° * “ und der zugehörigen Gruppe A des Grades 


bel 
2 ? , nur die binären, ternären und quaternären Gruppen bekannt. Die 


binären Gruppen AP, &®P und A finden sich zuerst in geometrischer Ein- 
kleidung in der Arbeit des Herrn H. A. Schwarz „Über diejenigen Fälle, 
in welchen die Gaußische hypergeometrische Reihe eine algebraische Funk- 
tion ihres vierten Elementes darstellt“**). Unabhängig hiervon hat diese 
drei Gruppen Herr F. Klein in seiner Arbeit „Über binäre Formen mit 
linearen Transformationen in sich selbst‘“***) aufgestellt und zugleich den 
Nachweis geführt, daß dies, abgesehen von zwei trivialen Fällen, die 
einzigen endlichen binären Substitutionsgruppen sind. Die Existenz 
einer ternären Gruppe AP hat zuerst Herr Wiman*) nachgewiesen, indem 
er gezeigt hat, daß eine schon früher von Herrn Valentiner‘!) aufgestellte 
ternäre Kollineationsgruppe mit der Gruppe 4, ıisomorph ist. Unter den 
(irreduziblen) quaternären Kollineationsgruppen gibt es je eine Gruppe 
Ss, yP,AP und je zwei Gruppen SP und A. Die Gruppen &® und 
A hat zuerst Herr F. Klein‘*!) durch Betrachtungen aus der Liniengeomtrie 
gewonnen; jede dieser Gruppen enthält die Gruppe WA’ und je eine 


von den Gruppen &® und 4 als Untergruppen. Die Aufzählung aller 
*, a.a. O., S. 259. 
**) Dieses Journal, Bd. 75, S. 292. 
***) Math. Annalen, Bd. 9, S. 183. 
+) Math. Annalen, Bd. 47, S. 531. 
't) Videnskabernes Selskabs Skrifter, 6. Raekke, Kopenhagen 1889, S. 64. 
7) Math. Annalen, Bd. 28, S. 499. 
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ternären und quaternären Kollineationsgruppen, die einer symmetrischen 
oder alternierenden Gruppe isomorph sind, hat H. Maschke*) durchgeführt. 

Im folgenden bediene ich mich der Methoden, die ich in meiner 
Arbeit „Über die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochene 
lineare Substitutionen‘‘**) auseinandergesetzt habe. Um eine genaue Über- 
sicht über alle Gruppen €” und A zu erhalten, hat man nur die Dar- 
stellungsgruppen von ©, und %, aufzustellen und die Frobenwusschen Cha- 
raktere dieser Gruppen zu berechnen. 

Die Gruppe ©, besitzt für n>4 zwei Darstellungsgruppen T, und 
T, derselben Ordnung 2:.n!, die nur für n=6 einander isomorph sind. 
Jede dieser Gruppen hat eine invariante Untergruppe M der Ordnung 2, 


die ın dem Kommutator der Gruppe enthalten ist, und die Gruppen 


T, r 4 
m nd 


sich dadurch, daß den Transpositionen von ©, in T, Elemente der Ord- 


sind der Gruppe ©, (einstufig) isomorph; T, und T,, unterscheiden 


nung 4, dagegen in 3, Elemente der Ordnung 2 entsprechen. Beide 
sruppen lassen sich leicht auseinander ableiten; ich beschäftige mich ım 
folgenden nur mit der Gruppe T,. 

Die Darstellungsgruppe von %, ist eindeutig bestimmt. Ist n>4, 
aber von 6 und 7 verschieden, so ist dies eine Gruppe ®, der Ordnung 
2." ‚ die in jeder der Gruppen T, und T,) als Untergruppe enthalten ist. 
Dagegen sind die Darstellungsgruppen von %W, und %, von den Ordnungen 

6! ?! 
6-5 und 6.5. 

Die Bestimmung der Darstellungsgruppen von ©, und W, gelingt 
verhältnismäßig leicht mit Hilfe eines von Herrn E. H. Moore herrührenden 
Satzes über die Definition von ©, und 4, als abstrakte endliche Gruppen, 
der auch in den erwähnten Arbeiten von Herrn Wiman und H. Maschke 
eine wichtige Rolle spielt***). Wesentlich schwieriger gestaltet sich die Be- 
rechnung der Charaktere dieser Darstellungsgruppen; hierzu war insbeson- 


*) Math. Annalen Bd. 51, S. 251. 

**) Dieses Journal, Bd. 127, S. 20. Vgl. auch meine Arbeit „‚Untersuchungen 
über die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochene lineare Substitutionen“, 
ebenda, Bd. 132, S. 85. — Im folgenden zitiere ich die erste Arbeit mit D., die zweite mit U. 

**) Auf anderem Wege hat Herr de Söquier (Comptes Rendus de l’acad. des sciences, 
Paris, T. 150 (1910), S. 599) die Darstellungsgruppen von ©, und X, bestimmt. Bei deralter- 
nierenden Gruppe hat Herr de Söguier jedoch den wichtigen Ausnahmefall n=7 übersehen. 


21” 











160 Schur, Darstellung der symmetrischen und alternierenden Gruppe durch Kollineationen. 


dere ein genaueres Studium der Gruppe T, erforderlich, die zwar mit der 
symmetrischen Gruppe aufs engste verwandt, aber von wesentlich kompli- 
zıerterem Aufbau ist. Die Lösung der Aufgabe gelingt mir zuletzt durch 
Einführung einer Klasse von symmetrischen Funktionen, die auch an und 
für sich von Interesse sind (Abschnitt IX). 


Abschnitt Il. 
Die Darstellungsgruppen der Gruppen S, und W,. 
$.1. Um das Verständnis des folgenden zu erleichtern, schicke ich 
einige Bemerkungen über die hier zur Anwendung kommenden Bezeich- 


nungen voraus*). 
Es sei 9 eine endliche Gruppe der Ordnung h. Ordnet man den 
Elementen A,B,... von 9 die h linearen Substitutionen (Kollineationen) 


von nicht verschwindenden Determinanten 





1A! og Mur Yı br FR mi Ymmı Fr Am 
A AmıYıt *** + Am, m—ı Ym—ı + Amm 


’ 


(„=1,2,...m—1) 


b.ıY +...+b m—1Ym—ı + Dum 
B u ee ee nn | _ 
| | Tu D,1Yı +++ + Din m—ı Ym—ı + Dmm 


zu, so bilden diese Substitutionen eine Darstellung (des Grades m) von 9, 
wenn für je zwei Elemente A,B der Gruppe das Produkt /4}|B} gleich 
wird der Substitution |AB}, die dem Produkt AB der beiden Elemente 
4A und B entspricht. Hierbei brauchen die A Substitutionen {4},|B},... 
nicht sämtlich voneinander verschieden zu sein. Bezeichnet man die 
Koeffizientenmatrizen (a,,),(b;.),... mit (4),(B),..., so besteht für je 
zwei Elemente A,B der Gruppe eine Gleichung 
(2.) (4) (B)=r,„(AB), 
wo r,z eine gewisse Konstante bedeutet. Umgekehrt entspricht jedem 
System von h Matrizen (A),(B),..., deren Determinanten nicht Null sind, 
und welche die Eigenschaft besitzen, daß für je zwei Elemente A,B von 
9 eine Gleichung der Form (2.) besteht, eine Darstellung von $ durch ge- 
brochene lineare Substitutionen. 
Jede der Matrizen (A),(B),..., die den Substitutionen |A},|B},... 
entsprechen, ist nur bis auf einen. Proportionalitätsfaktor bestimmt. Lassen 
sich diese Faktoren so wählen, daß die Zahlen r,,„ sämtlich gleich Eins wer- 





*) Vgl. D., Einleitung. 
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den, so bilden die Matrizen (A),(B),... selbst eine Darstellung der Gruppe 
9, die sich auch als eine Darstellung von 59 durch die ganzen homogenen 
linearen Substitutionen 

(A) I, = 4,1Yı + Q 2 Ya + +0 ,uYm: 

(B) ,=b.1Yyı +bayat + 05umYms +-- 
auffassen läßt. 

Zwei Darstellungen einer Gruppe durch ganze oder gebrochene lineare 
Substitutionen sind däguivalent, wenn sich die eine Darstellung in die an- 
dere durch eine ganze bzw. gebrochene lineare Transformation der 
Variabeln von nicht verschwindender Determinante überführen läßt. Eine 
Darstellung m-ten Grades durch ganze oder gebrochene lineare Substitutionen 
heißt ferner irreduzibel, wenn sich für keine ıhr äquivalente Darstellung 
eine Zahl k<{m angeben läßt, so daß unter den Koeffizienten a, ,b;.,... ihrer 
Substitutionen diejenigen Null werden, bei denen A<k und uk oder 
A>k und u<k ist. 

Eine endliche Gruppe $, die eine aus invarianten Elementen von 
ft bestehende Untergruppe M von der Art enthält, daß die Gruppe 4 der 


Gruppe 9 einstufig isomorph wird, nenne ich eine durch die Gruppe M er- 
gänzte Gruppe von 9. Es möge, wenn 
K-MAAHMB +: 

ist, dem Element A von 5 der Komplex MA’, dem Element B der Kom- 
plex MB’, usw., entsprechen. Man habe ferner irgendeine Darstellung 
4’ der Gruppe ft durch homogene lineare Substitutionen (Matrizen), bei 
der jedem Element der Untergruppe M eine Matrix entspricht, die sich von 
der Einheitsmatrix nur um einen Zahlenfaktor unterscheidet*). Sind dann 
bei dieser Darstellung den Elementen A’,B’,... die Matrizen (4),(B),... 
zugeordnet, so bestehen für diese Matrizen Gleichungen der Form (2.). Daher 
gehört zu jeder solchen Darstellung 7° von & durch homogene lineare Sub- 
stitutionen eine Darstellung # der Gruppe 9 durch gebrochene lineare Sub- 
stitutionen. 

Die Gruppe & läßt sich stets so wählen, daß auf diese Weise alle 
Darstellungen von $ durch gebrochene lineare Substitutionen erhalten werden 
können. Eine Gruppe $, die diese Eigenschaft besitzt, nenne ich eine 


*), Diese Bedingung ist für eine irreduzible Darstellung von selbst erfüllt. 
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hinreichend ergänzte Gruppe von $. Wird die Ordnung einer solchen Gruppe 
möglichst klein, so bezeichne ich sie als eine Darstellungsgruppe von 9. 
Kennt man also eine Darstellungsgruppe & von 9, so erhält man alle irre- 
duziblen Darstellungen von 5 durch gebrochene lineare Substitutionen, 
indem man alle irreduziblen Darstellungen von $? durch homogene lineare 
Substitutionen bestimmt. 

Eine hinreichend ergänzte Gruppe $ von 9 ist stets und nur dann 
eine Darstellungsgruppe, wenn der Kommutator von St alle Elemente der 
Untergruppe M enthält. Der Kommutator jeder Darstellungsgruppe ist ferner 
als abstrakte Gruppe allein durch die Gruppe 9 eindeutig bestimmt. Das- 
selbe gilt für die Untergruppe M, die ich als den Multiplikator der Gruppe 
5 bezeichne. Eine Gruppe 9, deren Multiplikator die Ordnung Eins hat, 
nenne ich eine abgeschlossene Gruppe. 

$ 2. Die symmetrische Gruppe ©, läßt sich durch die n—1 Trans- 
positionen 

8,=(1,2), ,=1l2,8), ..: ,=ln-1;0) 
erzeugen. Diese Transpositionen genügen den Gleichungen 
1) &=E, (8,8:41)=E, 8,85=8,8,, (2108 ders.) 
und es gilt, wie Herr E. H. Moore*) bewiesen hat, der Satz: 

„Faßt man die Gleichungen (1.) als ein System von definierenden 
Relationen zwischen den n—1 erzeugenden Elementen 8,,82,...8,_ı auf, so 
st die hierdurch definierte abstrakte Gruppe endlich und der Gruppe ©, ein- 
stufig isomorph“. | 

Man habe nun irgendeine Darstellung der Gruppe ©, durch Kolli- 
neationen. Der Transposition S, möge hierbei eine Kollineation mit der 
Koeffizientenmatrix A, entsprechen; dann ist A, also nur bis auf einen 
Zahlenfaktor eindeutig bestimmt. Wegen der Relationen (I.) bestehen für 
die A, Gleichungen der Form 


(3.) A,=a,E, 
(4.) (4;4;,1)’=b,;E, 
(5.) A,A;=c0,54;4,, 


wo E die Einheitsmatrix ist, und a,,b,,c,; gewisse von Null verschiedene 
Konstanten bedeuten. Die Zahlen c,; treten nur für n>3 auf, sie bleiben 


% Proceedings of the London Mathematical Society, Bd. 28 (1897), S. 357. 
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offenbar ungeändert, wenn die Matrizen A, mit beliebigen Konstanten mul- 
tipliziert werden, und sind also allein durch die betrachteten Kollineationen 
bestimmt. 
Aus (5.) folgt 
A, 4; ee = As. 
Erhebt man auf beiden Seiten in die zweite Potenz, so ergibt sich wegen (3.) 
(6.) ca =]. 


Nun sind in 8,=(y,y+1), 8;=(d,d+1) wegen d>y-+2 die Ziffern 
y‚y+1,0,0d+1 voneinander verschieden. Sind weiter 7’ und d” zwei an- 
dere Indizes und ist wieder 0’ >y’+2, so läßt sich in ©, eine Permuta- 
tion $ angeben, welche die Indizes y,y+1,0d,d +1 in die Indizes y’,y’+1, 
0’,d’+1 überführt. Es wird dann 
S1S,8=8,, IS =. 
Entsprechend wird, wenn bei unserer Darstellung der Permutation S eine 
Kollineation mit der Koeffizientenmatrix A zugeordnet ist, 
AT"A,A=cA,, A"T4A=dA,, 

wo ce und d gewisse von Null verschiedene Konstanten sind. Aus der 
Gleichung (5.) folgt nun 

AT4,4-A"4,A=c0,5A47"4,A-ATA,A, 


also 


cd-A,Ay=cdc,,AyA, =cdc,yAyA,. 
Hieraus ergibt sich aber c,;=c,,y, d. h. alle Zahlen c,,; sind einander gleich. 
Setzen wir 
=]; 

so wird wegen (6.) 

(7.) j= +1, 
Aus den Gleichungen (4.) folgt weiter 

A;4;414; =5, 454145" Az4ı- 

Durch Erheben in die zweite Potenz erhält man leicht 

(8.) = 09041: 

Da wir nun die Matrizen A, mit beliebigen Konstanten multiplizieren 
dürfen, so können wir die Größen a, beliebig fixieren. Man setze zunächst 
=, = +=4, 1>=)- 

Dann wird wegen (7.) und (8.) d,= +1, und definiert man die Matrizen 
B,,B,,...B,_, durch die Gleichungen 
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B, =4,; B, oe: 1b,-As, B, =b,b,-A;, B,=jb,b,b,-A,, ...;, 
so genügen sie, wie man leicht erkennt, den Relationen 
B;=jE, (B;,B,,,)’=jE, B,B,=j-B,B,. 
Setzt man andererseits 
4, == + =q4,=]1 


und 
G=4,, G,=b,-4,, Q,=b,b,-A;, C,=bbb,-A,...., 


so erhält man | 
CG=E, (0,0; =E#, 0,0,=7-0,C,. 

Ist nun 7=1, so werden die Relationen (I.) erfüllt, wenn man S, durch 
B,=(, ersetzt. Auf Grund des Mooreschen Satzes ergibt sich daher, daß 
für 7=1 in unserer Darstellung die gebrochenen linearen Substitutionen 
durch homogene lineare Substitutionen ersetzt werden können. Dagegen 
ist dies gewiß nicht der Fall, wenn 53=—1 ist. Für n<4 kommt ferner 
die letztere Möglichkeit überhaupt nicht in Betracht. 


$3. Es ist nun leicht, die Darstellungsgruppen von ©, zu bestim- 
men. Wir bezeichnen mit T, die abstrakte endliche Gruppe, die durch das 
System der definierenden Relationen 
(IL) P=E, R=9, (DT) JI, T,T=ITT, sl) 
zwischen den erzeugenden Elementen J,T,,T,,...7,_, bestimmt ist. Ebenso 
sei T/ die durch die Relationen 

(I’.) P=E, T?=E, (T,T,,.)"=E, TT,=JT;T), JT,=T.J 
zwischen den erzeugenden Elementen J,T},T;,...7T, definierte Gruppe. 
In jeder der Gruppen T, und T, ist J als invariantes Element enthalten, 
und bezeichnet man mit M we Gruppe 
M=E+J, 


’ 


so werden die Gruppen = und ==, wie ein Vergleichen der Formeln 
(II.) und (II’.) mit den Formeln (I.) lehrt, der Gruppe ©, einstufig iso- 
morph. Die Gruppen T, und T/ erscheinen also als zwei durch die Gruppe 
M ergänzte Gruppen von &©,. Nun werden aber die Gleichungen (II.) be- 
friedigt, wenn man das Element J durch die Matrix 7-E und die Ele- 
mente 7, durch die Matrizen B, ersetzt; ebenso werden die Gleichungen 
(IT’.) erfüllt, wenn man für die Elemente J und T/, die Matrizen j-E und 
C', einsetzt. Aus jeder Darstellung der Gruppe ©, durch gebrochene lineare 


Substitutionen geht daher sowohl eine Darstellung der Gruppe T,, als auch 
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eine Darstellung der Gruppe T), durch ganze lineare Substitutionen hervor. 
Folglich sind T, und 7, als hinreichend ergänzte Gruppen von ©, zu be- 
zeichnen. Da ferner für n>4 wegen 

IT Sn HT Ts 
das Element J ın dem Kommutator von T,, bzw. IT enthalten ıst, so 
sind für n>4 die Gruppen IT, und TI, Darstellungsgruppen von ©,; der 
Multiplikator der Gruppe ©, ist also für n>4 von der Ordnung 2*). 

Man beachte noch, daß der Kommutator von ©, die alternierende 
Gruppe %, ist. Da der Index dieser Untergruppe gleich 2, also (für n>4) 
gleich der Ordnung des Multiplikators von ©, ist, so ergibt sich (vgl. U., 
$1), daß die Gruppe ©, höchstens zwei einander nicht isomorphe Dar- 
stellungsgruppen besitzen kann. Wendet man aber das a. a. 0. für den 
allgemeinen Fall einer endlichen Gruppe angegebene Verfahren an, um etwa 
von der Gruppe T, ausgehend zu einer zweiten Darstellungsgruppe von 


[4 


©, zu gelangen, so wird man gerade auf die Gruppe T,, geführt. Ist nun 


u, 


— w 


n4+6, so ist Z, eine vollkommene Gruppe**), daher sind für n}6 die 
Gruppen T, und T, einander nicht isomorph***). Diese beiden Gruppen unter- 
scheiden sich dadurch, daß den Transpositionen von S, ın T, Elemente 
der Ordnung 4, dagegen in I) Elemente der Ordnung 2 entsprechen. 
Hieraus folgt auch leicht, daß T, und T;, isomorphe Gruppen sind. 
Denn die Gruppe ©, besitzt bekanntlich einen äußeren Automorphismus, 
durch den jeder Transposition eine Permutation der Form («ß) (z0) (e»,) 
zugeordnet wird. Diesen Permutationen entsprechen aber in T, Elemente 
der Ordnung 2, wie man durch Betrachtung der zu der Permutation (1 2) 
(34) (56) gehörenden Elemente T,T,T, und JT,T,T, sofort erkennt‘). 
Wir können folgenden Satz aussprechen: 


*), Es wäre eigentlich noch zu beweisen, daß sich aus den Relationen (11.) 
oder (IV’.) nicht etwa J=E ergeben kann. Daß dies nicht der Fall ist, folgt aber 
daraus, daß diese Relationen, wie wir im vierten Abschnitt sehen werden, sich durch 
Matrizen in der Weise befriedigen lassen. daß an Stelle von E und J zwei verschiedene 
Matrizen treten. 

**, Vgl. ©. Hölder, „Bildung zusammengesetzter Gruppen“, Math. Ann.. Bd. 46, 
Ss. 321. 

”*) Vgl. U., S. 122. 

t) Daß T, und 7 einander isomorph sind. kann man auch direkt einsehen, 

indem man zeigt, daß die Elemente 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 3. 2 
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I. Die Gruppen ©, und ©; sind abgeschlossene Gruppen. Ist aber 
n>3, so besitzt die Gruppe ©, zwei Darstellungsgruppen I, und ZT), der- 
selben Ordnung 2.n!, die als abstrakte Gruppen durch die Relationen (11.), 
bzw. (11”.) definiert werden können. Nur für n=6 sind T, und T/, isomorphe 
Gruppen. 

$ 4. Ich wende mich nun zur Betrachtung der alternierenden Gruppe Y,. 

Diese Gruppe wird erzeugt durch die n—2 Permutationen 
A4,=88,=(123), 4,=8,8,=(12) (34), ... A..=8,,9ı= (12) (n—1;,n), 


die den Gleichungen 


A’=E, (A,4,)’=E, (4,4; =E (=3,4,...n—2) 
(IIT.) 
|A?2=E, (4,4;.,)°=E, A,Ay=434, an ie Bra ya 


genügen. Durch diese Relationen wird wieder die Gruppe U, als abstrakte 
Gruppe eindeutig definiert*). 

Es sei wieder irgendeine Darstellung von X, durch Kollineationen 
gegeben. Entspricht hierbei der Permutation A, eine Kollineation mit der 
Koeffizientenmatrix P,, so ıst P, nur bis auf einen Zahlenfaktor bestimmt, 
und es bestehen wegen (III.) Gleichungen der Form 


(9.) P}=a,E£, (P,P,)”’=b,E, (P,P’=oE, 
(10.) P:=«a,E, (P,P,..)”=b;E, P,P,=c,,P,P,. 


Die Gleichungen (10.) sınd den Gleichungen (3.), (4.) und (5.) des 
$ 2 völlig analog. Wir schließen wie dort, daß 
(11.) Cy=ly= tl, BE =a}0a%,, 
ist. Ferner erhält man aus (9.) 
(P, PP = (,a,P5'"P’'=alab!.E 
und 
P,P,P, =b,-P5'Pi’P5'=b,ag'-P5'P}'P,. 
Aus der letzten Gleichung folgt durch Erheben in die dritte Potenz 
P,P,PiP,P}P,P,=P,(P,Pi’Pi'=bia,’(P5'P)'P,)”. 


Tr EEE rn ERROERERT DAR ERET, 
T-PBEPDPERR T-SERLETTR 
von %/ den die Gruppe 7, definierenden Relationen genügen. 
*) E. H. Moore, a. a. 0. — Die Gruppe V„ läßt sich, wie man mit Hilfe des 
Mooreschen Satzes leicht zeigt, noch eleganter durch die Relationen 


0=E, (6.0;)’=E (a,3-=1,2,...n—2,# >) 


definieren. Doch ist diese Definition von V„ für unsere Zwecke weniger geeignet. 
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Daher: wird 
aab, =bias’a,', also bi=ailas. 


Setzt man demnach 


(12.) j- 
so wird 7= +1. 
Aus (P,P,)”=c,E erhält man ferner 
PERS 
und, indem man zu den dritten Potenzen übergeht, 


ei, 


also 
(13.) d=ala). 
Ist nun n>>6 und setzt man 
Wels 
k —— f] R 
Cd, 


so wird wegen (13.) 
ui +4, 
Außerdem erhält man aus den Gleichungen 
(P,P,) =qE#, P,P; c„P,P;, 
wie man leicht sieht, die Gleichung 
P,P,P,=c,c,Pı'P,Pr' 
oder 
PRARFEERE HR" P*. 
Hieraus folgt, indem man auf beiden Seiten die dritte Potenz bildet, 
bite. 
Unter Berücksichtigung der Gleichungen (11.), (12.) und (13.) schließt man 
hieraus, daß c,=7 ıst; daher ist auch allgemein 


en]. 
Y 
Ist n auch —>7, so beachte man noch die Gleichungen 
2 : > D —5 
(P,P,) =(,; d'f :9P,P;- m 


Es ergibt sich hieraus 
P,P,P,=0% PP P,=j%-Pr'P,P5', 
also 
P,P,P,P5'=j%a,a'-P}' Pr. 
Erhebt man auf beiden Seiten in die zweite Potenz, so erhält man 


__ pin na 
0„=630,4, °C, » 


also 


2 02 _ Ram 
„ao, =445". 
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Da aber andererseits wegen (13.) 


f u = 
ist, so erhalten wır 
IR. WR (n—2 
u u a 
Ebenso ergibt sich für n>>7 
4 % 6 Cn—2 
ar TE ae 29 
Daher wırd für n>>7 
GG a 6 En—2 
a 


Insbesondere ergibt sich für n>7 
keit. 

Man erkennt leicht, daß die hier eingeführten Größen 5 und %, die durch 
die Gleichung k”=7 verbunden sind, ungeändert bleiben, wenn die Matrizen 
P,,P;,...P,„_; mit beliebigen Konstanten multipliziert werden, sie sind also 
allein durch die zu betrachtenden Kollineationen bestimmt. Die Größe k tritt 
nur auf, wenn n>>5 ist, und wird für n>>7 gleich 7. Also ıst k nur für 
dıe beiden Fälle n=6 und n=7 von wesentlicher Bedeutung. Wir werden 
auch später sehen, daß sich Darstellungen der Gruppen U, und U, angeben 
lassen, bei denen k eine primitive sechste Einheitswurzel wird. 

Um auf einfachere Formeln geführt zu werden, setzen wir zunächst 


für n=4 


2 
u 


Q, vo \ 


9 ; Ay, 
Pr, Q, = ° Fe 
] 


a 





Dann wird 
(14.) 0 = 76, (A IE. 
Ist ferner n>>4, so sei 
u he 
al ts ),= I: u P:: Q, = Poren. 


und allgemein 
AM baby ba, ' Ei bybz3+++b2,— | 
Q;, 5 b, i bb, -de,—_ı «(g, 2» 9 de, b,b,---ba, Q,41Por41- 
Dann wird, wie eine einfache Rechnung zeigt, für n=5 
(15.) = &=- = (AI) = (MN (QN=TIE, 


für n=6 
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1-9 =- == AN EARIN AUAUN IE, 


16. 
uk (9,0) -KkE, %Q,=1Q9:; 


(17.) KK . U=(ae)- (9,95) = (9, =; dr) ıE (23:34) 
(Y,Q)\=KkE, 9,09:=-1- 9, (y=2,3,3>y19 

und für n>>7 

[01=jE, (0° -jE, (Q*-IE, 

|\®=jE, (0,9. =iE, 9,9=7-90.- 


In den Gleichungen (18.) sind die Indizes &,%,y,0 ‚A denselben Bedingungen 


(18.) 


zu unterwerfen, wie in den Gleichungen (III.) 

$5. Wir können nun leicht die Darstellungsgruppe von W, be- 
stimmen*). 

Man betrachte nämlich die Darstellungsgruppe T, von &,. Wegen 
des zwischen €, und T, bestehenden (mehrstufigen) Isomorphismus ent- 


y! ‚ 
spricht der Untergruppe 4, der Ordnung = von ©, eine Untergruppe 3, 


der Ordnung 2. , von T,. Diese Gruppe 3, läßt sich durch die Elemente 
B,=T,T,, B,=T, T,, B-T,T,, ... Bu. =T,-ı T, 


erzeugen, und man erkennt auf Gıund der Relationen (1I.) unmittelbar, 
daß für diese Elemente die den Gleichungen (III.) analogen Gleichungen 
|Bi=J, (B,B,)”’=J, (B,B,)’=J, 

\B2=J, (B,B,..?=J, B,B5=J.B,B 


bestehen. Durch diese Gleichungen wird auch die Gruppe B, als abstrakte 


(IV.) 


Y 


Gruppe eindeutig definiert. Daß J mit den erzeugenden Elementen 
B,,B,,... B,_, vertauschbar ist und die Ordnung 2 besitzt, ergibt sich aus 
(IV.) von selbst. 

Die Gruppe ®, ist eine durch die Gruppe W=E-+J ergänzte 
Gruppe von %, und man erkennt auch leicht, daß für n>4 der Kommu- 
tator von ®, das Element J enthält**). Ist nun n größer als 3 und von 


*) Daß die Gruppe W„. die bekanntlich für n>>4 eine einfache Gruppe ist, 
nur eine Darstellungsgruppe besitzt. ergibt sich aus dem Satz II meiner mit U. zitier- 
ten Arbeit. 


**) Dies folgt z. B. aus der Gleichung Bj’ B,B,-B,=JB,-By'B,B,. 
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6 und 7 verschieden, so lehren uns die Formeln (14.), (15.) und (18.), 
daß die Gleichungen (IV.) befriedigt werden, wenn man die Elemente J 
und BD, durch dıe Matrizen jE und @, ersetzt. Hieraus folgt aber, ähn- 
lich wie in$ 3 für die Gruppe ©,, daß die Gruppe ®, für n>4 mit Aus- 
nahme der beiden Fälle n=6 und n=7 die Darstellungsgruppe von U, vst. 

Dagegen schließt man aus den Gleichungen (16.) und (17.), indem 
man noch die Gleichung A=7=- +1 berücksichtigt, daß die Darstellungs- 
gruppen von Y, und U, gewisse Gruppen der Ordnungen 6 = und 6- 2 sind. 
Diese Gruppen werde ıch ım Abschnitt XI genauer untersuchen. 

Die beiden Fälle n=2 und n=3, die wir bis jetzt außer Acht ge- 
lassen haben, sind für uns ohne Interesse. Denn %, ist von der Ordnung 1 
und %, ist eine zyklische und daher gewiß eine abgeschlossene Gruppe. 

Bei der Definition der Gruppe 3, sind wir von der Gruppe T, 
ausgegangen. Man wird aber auf dieselbe Gruppe geführt, wenn man an 
Stelle von T, die zweite Darstellungsgruppe T, von ©, betrachtet. Man 


erkennt dies, indem man zeigt, daß die Elemente 
| AR 4 ph sh WE 2 20 RE RR A 1 
von %, den Relationen (IV.) genügen. 

Für n>4 kann die Gruppe ®, noch etwas anders charakterisiert 
werden. Beachtet man nämlich, daß der Kommutator von ©, die Gruppe 
X, ist und daß der Kommutator von T, (oder T/) das Element J ent- 
hält, so ergibt sich, daß die Gruppe ®, für n>4 nichts anderes ist, als 
der Kommutator von T, (oder T,). Wir können daher den Satz aussprechen: 


II. Die Darstellungsgruppe der alternierenden Gruppe X, ist, falls n 
größer als drei und von sechs und sieben verschieden ist, eine Gruppe der 
Ordnung 2- = ‚ die dem Kommutator jeder Darstellungsgruppe der symme- 
trischen Gruppe ©, einstufig ısomorph vst. Dagegen sind die ru 
5° 

Für die Diskussion der Darstellungen der Gruppe ©, durch Kollı- 
neationen ist es natürlich ganz ohne Bedeutung, welche von ihren beiden 
Darstellungsgruppen bevorzugt wird. Wenn nun im folgenden die Gruppe 
T, in den Vordergrund gestellt wird, so hat das folgenden Grund: Die 
Elemente A,,4,,...A,_, der Gruppe %, erzeugen eine Gruppe, die der 


' 
gruppen der Gruppen X, und X, von den Ordnungen 6, und 6- 
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Gruppe ©,_, isomorph ist. In analoger Weise erzeugen die Elemente 
B,,B3,...B,_; von 8, eine durch die Gruppe M ergänzte Gruppe von ©, >». 
Die Gleichungen (IV.) zeigen uns aber, daß diese Gruppe der Gruppe T, » 


und nicht der Gruppe 7; , isomorph ist. 


Abschnitt 11. 


Über die Einteilung der Elemente der Gruppen T, und 3, in Klassen konju- 
gierter Elemente. 


$ 6. Ist die Permutation P der Gruppe ©, gleich dem Produkt 


S,8;8,... der Transpositionen 5, = (12), =(23), ..., S,_,=(n—1,n), so 
entsprechen dieser Permutation in der Gruppe T, die beiden Elemente 
T,T;T,--- und JT,T,T,-... Wird von diesen Elementen nach irgend- 
einer Festsetzung das eine mit P’ bezeichnet, so wird das andere gleich 
JP’. Wır denken uns für jede Permutation P von ©, das Element 7?’ 
von T, eindeutig fixiert. Dann bilden also die n! Elemente P’ von 
T, ein vollständiges Restsystem von T, mod M, und es ist, falls für drei 
Permutationen P,Q und R die Gleichung PQ=R besteht, P’Q’ entweder 
gleich R’ oder gleich JR’. Sınd daher A und B zwei vertauschbare Per- 
mutationen, so ist A’B’ entweder gleich B’A’ oder gleich JB’4’. Sind 


ferner P und Q@ zwei konjugierte (ähnliche) Permutationen, so ist in T, das 


n 
Element P’ jedenfalls einem der Elemente 9’ und JQ’ konjugiert. 

Eine Permutation P bezeichne ich als eine Permutation erster oder 
zweiter Art, je nachdem P’ und. JP’ konjugierte Elemente von T, sind oder 
nich. Zwei ähnliche Permutationen gehören dann entweder beide zur 
ersten Art oder beide zur zweiten Art. 


Es seien nun 


Pr BE u, 
die sämtlichen zu einer gegebenen Permutation P ähnlichen Permutationen 
von &,. Ist dann P von der ersten Art, so bilden die 2% Elemente 
FE re Ba AA 
eine Klasse konjugierter Elemente von T,. Gehört dagegen P zur 
zweiten Art, so verteilen sich diese 2A Elemente auf zwei Klassen von 
je h konjugierten Elementen; hierbei geht die eine Klasse in die andere 
über, wenn man jedes ihrer Elemente mit J multipliziert. — Wir können 
diese beiden Fälle auch folgendermaßen unterscheiden: Im ersten 
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Falle gibt es eine Permutation Q, die mit P vertauschbar ist, ohne 


i \ ! N 
daß 9 mit P’ vertauschbar wird, und die Anzahl 2 der mit P’ ver- 


l 
tauschbaren Elemente von T, wird gleich der Anzahl “ der mit P ver- 


tauschbaren Permutationen von &,. Im zweiten Fall ist dagegen für jede 
mit /P vertauschbare Permutation @ das Element @’ mit P’ vertauschbar, 


und die Anzahl der mit P’ vertauschbaren Elemente von T, wird gleich 
2n! 
h 
mutationen von &,. 


Man betrachte nun insbesondere zwei (vertauschbare) Permutationen 
A und B, von denen die erste die Ziffern m -+1,m +2, ... n, die zweite 
die Ziffern 1, 2, ... m ungeändert läßt. Dann läßt sich A als Produkt 
der Transpositionen S,, 83, ... 8,_, und B als Produkt der Transposi- 


‚ also gleich der zweifachen Anzahl der mit P vertauschbaren Per- 


tionen S,.1> Smra> ++, SD, darstellen. Da nun aber, wenn 4 einen der 
Indizes 1, 2, ... m—1 und u einen der Indizes m-+-1l, m-+2,... n—] 
bedeutet, 
T,T,=JT,T, 

wird, so erkennt man leicht, daß die Elemente A’ und B’ von T, stets 
und nur dann nicht vertauschbar sind, wenn die Permutationen A und 
B beide ungerade sind. Hieraus schließt man ohne Mühe allgemeiner: 

III. Sind A und B zwei Permutationen von ©, , deren Zykeln von höherer 
als der ersten Ordnung keine Ziffer gemeinsam haben, so sind die Elemente 
N und B’ von T, nur dann untereinander nicht vertauschbar, wenn die Per- 
mutationen A und B beide ungerade sind; in diesem Falle wird A’B’=J.B’A”. 

$ 7. Auf Grund dieser Regel können wir beweisen: 

IV. Eine gerade Permutation gehört zur ersten Art, wenn unter ihren 
Zykeln auch solche gerader Ordnung vorkommen, und zur zweiten Art, wenn 
sie lauter Zykeln ungerader Ordnung enthält. Eine ungerade Permutation 
gehört ferner zur ersten Art, wenn sie mindestens zwei Zykeln gleicher Ord- 
nung m >1 enthält, und zur zweiten Art, wenn die Ordnungen ihrer Zykeln 
oneinander verschieden sind. 

Wir haben, um diesen Satz zu beweisen, vier Fälle zu unterscheiden. 

a) Es sei die Permutation P gerade und enthalte einen Zyklus A 
gerader Ordnung. Ist dann P-AB, so wird, da P eine gerade und 
A eine ungerade Permutation ist, B eine ungerade Permutation. Nun er- 
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scheinen aber A und B als zwei ungerade Permutationen, deren Zykeln 
(von höherer als der ersten Ordnung) keine Ziffer gemeinsam haben. Da- 
her ist nach III 
A’B=JBA', 

oder 

A(A’B)A’=JA’B. 
Da nun aber P’ entweder gleich A’B’ oder gleich JA’B’ ist, so ergibt 
sich auch A"!P’A’=-JP'’;, daher ist P eine Permutation erster Art. 

b) Die Permutation P bestehe aus lauter Zykeln ungerader Ord- 
nung. Dann ist die Ordnung a von Peine ungerade Zahl. Es wird daher 
P’= J*, wo « gleich Null oder Eins ist, und (JP’\=J“J“ = J**!, Folglich 
sind die Ordnungen von P’ und JP’ voneinander verschieden, und daher 
können P’ und JP’ nicht konjugierte Elemente sein, d.h. P ist eine Per- 
mutation zweiter Art. 

c) Es sei P eine ungerade Permutation, die zwei Zykeln A und 
B derselben Ordnung m>1 enthält. Es sei etwa 

Aula,i..), Belfsßes Ba): 
Setzt man 
C= (a, ‚Pre, Bas. urn); 
so wird = AB und P=-(*D, wo D das Produkt der von A und B ver- 
schiedenen Zykeln bedeutet. Da P eine ungerade und Ü” eine gerade Per- 
mutation ist, so wird D eine ungerade Permutation, deren Zykeln mit den 


Zykeln der ebenfalls ungeraden Permutation C keine Ziffer gemeinsam haben. 
Wir erhalten daher wieder D’C’- JC’D’ und 


C”71(0?D’)C’=C’D’O’=JC”D'. 
Da sich nun P’ von CD’ nur um den Faktor J unterscheiden kann, so 
wird auch C"P’C’=JP'’, folglich gehört P zur ersten Art. 

d) Es bestehe nun die ungerade Permutation P aus r Zykeln 
C,,Cz,...C,, deren Ordnungen c,,c,,...c, untereinander verschieden sind. 
Dann ist P=(,0,.--C, nur mit den c,c,---c, Permutationen 

tg (1e=0,1,...0—1) 
vertauschbar. Bedeutet s die Anzahl der geraden unter den Zahlen 
C1,62,...C,, SO ist s, weil P eine ungerade Permutation sein soll, eine un- 
gerade Zahl. Betrachtet man nun die Elemente 07,C,...C/ von T,. so 


wird für je zwei Indizes oe und o entweder 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 3. 23 
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0,C,=0,C, oder C/C;=JC,C,, 

und zwar gilt hier folgende Regel: Ist für ein festes o die Zahl c, unge- 
rade, also die Permutation €, gerade, so gilt für jedes o die erste Glei- 
chung. Ist dagegen c, eine gerade Zahl und folglich ©, eine ungerade 
Permutation, so besteht die zweite Gleichung nur für diejenigen s—1 Zahlen o, 
die von eo verschieden sind, und für welche die Zahlen c, ebenfalls gerade 
sind. Da nun aber s—1 gerade ist, so erkennt man unmittelbar, daß 
jedes Element C/) mit dem Produkt C,C,---C, und folglich auch mit dem 
Element ?’, das sich von diesem Produkt nur um den Faktor J unter- 
scheiden kann, vertauschbar ist. Folglich ist P’ mit den 2c,c,-»-c, Elementen 
J’ Be ER (B=0,1 79 =0,1,...0 0-1) 
vertauschbar. Es können demnach P’ und JP’ nicht konjugierte Ele- 
mente sein. 

$ 8. Wir können nun leicht die Anzahl A, der Klassen konjugierter 
Elemente von T, bestimmen. 

Eine Zerlegung 

=, +9 +++ - FV, Mn >n>. >) 
der Zahl n in ganzzahlige positive Summanden nenne ich eine gerade oder 
eine ungerade Zerlegung, je nachdem die Anzahl der geraden unter den Zahlen 
YısYay...Y gerade oder ungerade ist. Ferner bezeichne ich mit k, die Anzahl 
aller Zerlegungen von n in gleiche oder verschiedene Summanden, mit g, die 
Anzahl der geraden und mit u, die Anzahl der ungeraden Zerlegungen von 
n in voneinander verschiedene Summanden. Außerdem verstehe ich unter v, 
die Anzahl der Zerlegungen von n in gleiche oder verschiedene ungerade 
Summanden. Die Zahl v, gibt dann bekanntlich zugleich auch die Anzahl 
der Zerlegungen von n in voneinander verschiedene Summanden an*); 
daher ist 
(19.) vn tu: 

Nun ıst die Anzahl der Klassen konjugierter Permutationen von ©, be- 
kanntlich gleich der mit %, bezeichneten Zahl. Einer Klasse von Permu- 
tatıonen erster Art von ©, entspricht in T, nur eine Klasse konjugierter 
Elemente, dagegen gehören zu jeder Klasse von Permutationen zweiter Art 
von ©, zwei Klassen konjugierter Elemente von T,. Da nun die Anzahl 


*) Vgl. etwa Bachmann, Analytische Zahlentheorie, S. 30. 
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der zuletzt genannten Klassen von ©, nach Satz IV offenbar gleich v, + u, 
ist, so wird die gesuchte Anzahl k’, der Klassen von IT, gleich 


k,-%, u, +2, +u,)=k, tv, +u,. 
Beachtet man noch die Gleichung (19.), so erhält man 
(20.) k,—k.+g.+2u,. 
Ich bemerke noch folgendes. Die Zahlen k, und », lassen sich in be- 
kannter Weise mit Hilfe einfacher Rekursionsformeln berechnen*). Kennt 
man aber die Zahl v,, so lassen sich g, und «“, leicht angeben. Setzt 


man nämlıch 


so wird wegen (19.) 


In . (©, sy d,) , U- ; (—d,). 


Es ist aber, wie man leicht erkennt, für z<1 


Id," —-(1+2)1-2)(1+2)(1-—-2%)..-, 


also 

3 (—-1)"d,2"=- (1-2) 1-2)(1—-2)(1--2)--.. 
0 

Da nun nach einer bekannten von Euler angegebenen Formel 


3v’+r 


MN-a)- 3 (1x: 
1 


ist**), so ergibt sich, daß d,—0 ist, wenn n nicht die Form nu " hat, 
und daß d, BR wird, wenn n = ich ist. 

Es mögen hier einige der Werte von g,„ und w, angeführt werden: 
1=1l, 9=0, g=1, ,=1, 5-1, 9=2, 9=2, =3, 4, god: 
w=—, wel, wel, wel, 5=2, we, u =3, w=3, od uomd. 

$ 9. Ich wende mich nun zur Betrachtung der Untergruppe ®, von 


T,, die der Untergruppe X, von ©, entspricht. 


Die Gruppe 8, wird dadurch erhalten, daß man für alle = geraden 


Permutationen P die Elemente ?P’ und JP’ von T, bildet. Einer Klasse 
6 von A konjugierten Permutationen der Gruppe A, entspricht wieder in 
der Gruppe 8, entweder nur eine Klasse von 2% konjugierten Elementen, 


*) Vgl. Bachmann, a.a.0., S.28 und S. 44. 


**, Vgl. Bachmann, a. a. O., S. 24. 
23° 
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oder es entsprechen ihr zwei Klassen von je h Elementen, wobei die 
eine Klasse in die andere übergeht, indem man jedes ihrer Elemente mit 
J multipliziert. Ist ? eine Permutation der Klasse C, so tritt der erste 
oder der zweite Fall ein, je nachdem P’ und JP’ konjugierte Elemente 
von B, sind oder nicht. 

Um also die Einteilung der Elemente von ®, in Klassen konju- 
gierter Elemente durchzuführen, haben wir vor allem zu entscheiden, für 
welche geraden Permutationen P? die Elemente ?’ und JP’ in bezug auf 
die Gruppe ®, konjugiert sind. Eine solche Permutation ? ist dadurch 
charakterisiert, daß sich eine mit P? vertauschbare gerade Permutation Q 
angeben läßt, so daß P’ und @’ nicht vertauschbar sind, vielmehr der 
Gleichung ?’Q’=JQ’P’ genügen. 

Ist nun /P eine gerade Permutation zweiter Art (d. h. eine Permu- 
tation ungerader Ordnung), so sind P’ und JP’ bereits in T,, also um 
so mehr in ®,, nicht konjugiert. Wir haben also nur die geraden Per- 
mutationen erster Art zu untersuchen, d. h. diejenigen geraden Permuta- 
tionen, unter deren Zykeln auch solche gerader Ordnung vorkommen. 

Ich will nun zeigen: 

V. Ist P eine gerade Permutation erster Art, so sind P’ und JP’ 
stets und nur dann konjugverte Elemente von ®,, wenn P mindestens zwei 
Zykeln gleicher Ordnung m >1 enthält. 

Ist nämlich A ein Zyklus gerader Ordnung von /, so ist, wie wir 
auf Seite 173 gesehen haben, AT'P’A’=JP’ Es enthalte nun P noch 
zwei Zykeln 

= (As Pas Am); C=(Y1,Y23---/m) 
von derselben Röum, m>1; hierbei kann einer der Zykeln B und © 
auch gleich A sein. Wir setzen 
D=(P, ‚Yı»Pa»Y23---Am:Ym)» 
so daß D’=- BC wird. Ist danon P=BOF=D’F, so ist F, da P gerade 
ist, eine gerade Permutation; nach Satz III ist daher D’F’= F’D’ und also 
D(D”F'))D’=D”F. 
Folglich ist auch D"P’D’=P’ und mithin 
(4’D’y"P’(4’D’)=JP'. 
Da nun A und D ungerade Permutationen sind, so ist AD in ,, folglich 
A’D’ ın 8, enthalten. Daher sind P’ und JP’ in bezug auf 8, konjugiert. 
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Es möge nun P aus r Zykeln C,,C,,...C, bestehen, deren Ord- 


nungen C,,C2,...C, untereinander verschieden sind. Dann ıst P ın der Gruppe 


©, nur mit den c,c,---c, Permutationen 


en ri FL PR 
vertauschbar. Unter diesen Permutationen sind diejenigen gerade, für welche 
die Summe aller y,, denen gerade c, entsprechen, eine gerade Zahl ist. 
Da nun P eine gerade Permutation sein soll, so ıst die Anzahl s der ge- 
raden unter den Zahlen c, eine gerade Zahl. Wir schließen nun ähnlich 
wie im Fall d) des $7, daß das Element P’ mit dem Element C, von 
„ vertauschbar ist oder nicht, je nachdem c, eine ungerade oder eine, 


gerade Zahl ist. Hieraus folgt aber leicht, daß P’ mit dem Element 
arg 0 dig 3 ad 


stets vertauschbar ist, wenn die ihm entsprechende Permutation (7'C%...C/” 


a. 
z 


gerade ist. Es gibt also keine mit P vertauschbare gerade Permutation Q 
für die P’ und @’ nicht vertauschbare Elemente werden. Folglich können 
P’ und JP’ nicht konjugierte Elemente von %, sein, w. z. b. w. 

| $ 10. Es soll nun gezeigt werden, daß, wenn !, die Anzahl der Klassen 
konjugverter Elemente der Gruppe MW, bedeutet, die entsprechende Anzahl für 
die Gruppe 8, gleich wird 

(21.) Y=1,+29,+u,. 

wo g,„ und «„ dieselbe Bedeutung haben wie in $ 8. 

Betrachtet man nämlich eine Klasse € von Ah konjugierten geraden 
Permutationen der Gruppe €, so bilden sie im allgemeinen auch in der Gruppe 
A, eine Klasse konjugierter Elemente. Eine Ausnahme tritt nur dann 
ein, wenn die Zykeln jeder Permutation von GC lauter voneinander ver- 
schiedene ungerade Ordnungen besitzen; in diesem Fall zeriallen die h Per- 


EZ re 
mutationen von C ın der Gruppe X, in zwei Klassen von je —A konju- 


gierten Elementen. Hierbei geht die eine Klasse aus der anderen dadurch 
hervor, daß man ihre Elemente mit Hilfe irgendeiner ungeraden Permu- 
tatıon transformiert.*) 

Bedeutet daher v, die Anzahl der Zerlegungen von n in voneinander 
verschiedene ungerade Summanden, so verteilen sich die geraden Permu- 


*) Vgl. Frobenius, „Über die Charaktere der alternierenden Gruppe“, Sitzungs- 
berichte der K. Preuß. Akademie, Berlin 1901. S. 303. 
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tationen zweiter Art in der Gruppe 4, auf v„+v,. Klassen konjugierter 
Elemente. Diesen Klassen entsprechen in der Gruppe ®, genau 2(v, +v/) 
Klassen konjugierter Elemente. Versteht man ferner unter g; die Anzahl 
der geraden Zerlegungen von n in voneinander verschiedene Summanden, 
unter denen auch gerade Zahlen vorkommen, so hat man in X, genau 
9. Klassen konjugierter Permutationen, die zur ersten Art gehören und 
deren Zykeln voneinander verschiedene Ordnungen besitzen. Nach Satz V 
entsprechen diesen g, Klassen in der Gruppe ®, genau 2g/ Klassen kon- 
jugierter Elemente. Dagegen gehört zu jeder der übrigen l,—(v, +v}-+g)) 
Klassen von W, ın 8, nur eine Klasse. Folglich ist 
eu ++ )+2u tn tm) + tut 

Da aber offenbar v,+g,=g, und außerdem v,„=g,+ u, ist, so erhält man 
dıe zu beweisende Formel (21.). 

Die geraden Permutationen, deren Zykeln voneinander verschiedene 
Ordnungen besitzen, will ich im folgenden als Permutationen dritter Art be- 
zeichnen. Eine solche Permutation gehört also gleichzeitig auch zur ersten 
Art, wenn unter den Ordnungen ihrer Zykeln gerade Zahlen vorkommen, 
und zur zweiten Art, wenn diese Ordnungen sämtlich ungerade sind. Nur 
für zwei Permutationen P und Q dritter Art kann es eintreten, daß P’ 
und 9’ in T,, aber nicht in 8, einander konjugiert sind. Zwei solche Elemente 
von 8, will ich als adjungierte Elemente bezeichnen. Analog nenne ich 
zwei Permutationen von W,, die in &©,, aber nicht in X, einander konju- 


giert sınd, adjungierte Permutationen. 


Abschnitt III. 

Über die Zuordnung der Elemente der Gruppen ©, und .,. 

$ 11. Wir haben bis jetzt noch keine Festsetzung darüber getroffen, 
welches von den beiden Elementen von T,, die einer Permutation ? von 
&,„ entsprechen, mit P’ bezeichnet werden soll. Es ist für unsere Unter- 
suchung von wesentlicher Bedeutung, die Bezeichnung genauer zu fixieren. 
Wir suchen hierbei insbesondere zu erreichen, daß für je zwei Permutationen 
P und Q, die in ©, oder auch in U, konjugiert sind, P’ und 9’ konjugierte 
Elemente von TI, oder von ®, werden. 

Eın Zyklus 


C,,‚=(u,u+l,..u+v—]l) 


u,v” 
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der Ordnung v läßt sich mit Hilfe der Transpositionen S,=(e,@-+1) ın 


der Form 


An ER NEE 


Be? ur) 7 


darstellen. Unter C’., wollen wir dann das Element 


H,Y 
B; er. RE IE sog r 
verstehen. — Ist nun v ungerade, so ist nach SatzIV von den beiden 
Elementen C/,,, und JC/,,, nur eins dem speziellen Element C,,, in T, kon- 


ein- 


jugiert. Es ist aber leicht zu sehen, daß dies für das Element (',, 
tritt. In der Tat sind die beiden Gruppen T, und T,, die durch die Ele- 
mente T,,T,,...T,_,, bzw. T,,Tuzıs---T 4, erzeugt werden, wie aus 
den die Gruppe 7, definierenden Relationen (II.) hervorgeht, isomorph, 
und zwar erhält man einen Isomorphismus zwischen diesen Gruppen, in- 
dem man dem erzeugenden Element T,,, von T, das Element 7,,, von 
T, zuordnet. Daher haben offenbar ©, , und C’,, dieselbe Ordnung rv’, 
wobei v’ gleich » oder gleich 2” ist*). Wären nun (/ , und JC’,, kon- 
jugierte Elemente von T,, so müßten sie von gleicher Ordnung sein, was 
aber, da v» ungerade ist, nicht der Fall ist. 

Ist nun A irgendein Zyklus von ungerader Ordnung v, so ist nur 
eins von den beiden Elementen von T,, die zu A gehören, dem Element 
C,,, konjugiert. Das hierdurch gekennzeichnete Element bezeichne ich mit A’. 
Ist ferner 

P = A,A,.+A, 
eine Permutation, deren Zykeln A,,As,... A, lauter ungerade Ordnungen haben, 
so setze wch 


(22.) P’ = A! 4}... 4/**). 


u 


Hierbei sind die Elemente A,,4;,...A4,. weil die Permutationen A, gerade 


sind, nach Satz Ill untereinander vertauschbar, daher kann in (22.) die 
Reihenfolge der Faktoren A), beliebig abgeändert werden. Die Ordnung des 
Elements P’ ist nichts anderes als das kleinste gemeinsame Vielfache der 


"—ı 
*) Es ist, wie man zeigen kann, v»”’ =» oder »” =2», je nachdem (—1) ® 
gleich 1 oder gleich —1 ist. Ist ferner » eine gerade Zahl, so wird die Ordnung des 
Elements C/,,, gleich » für »=84 oder» =84+6, dagegen gleich 2» für v=-84 2 
oder v=8) +4. 
*), [st P=E, so setze ich natürlich auch P'=E, 
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Ordnungen von A},43,...4,. Hieraus folgt leicht, daß, wenn @ eine zu 
P in bezug auf die Gruppe ©, oder auch in bezug auf die Gruppe A, kon- 
jugierte Permutation ist, das mit Q’ zu bezeichnende Element dem Ele- 
ment P’ ın T,, bzw. ın 8, konjugiert ist. 

Es sei nun C ein Zyklus von gerader Ordnung v, den wir jedoch 
der Bedingung unterwerfen, daß er nur die Zifiern w,u+l,...u+v-1 
(in beliebiger Reihenfolge) enthalten soll. Dann läßt sich C ebenso wie der 
Zyklus €, , 
Daher sind die beiden zu Ü gehörenden Elemente von T, in der früher 


als Produkt der Transpositionen S,,S,+1,---S,+,_, darstellen. 


betrachteten Gruppe T, enthalten. Nach Satz IV ist aber nur eins von 
diesen beiden Elementen in bezug auf die Gruppe T, dem Element (X, , 
konjugiert. Das hierdurch charakterisierte Element bezeichne ıch mit (”. 
Dann sind also auch für zwei verschiedene Zykeln B und € der Ordnung v, 
in denen nur die Ziffern u,u +1l,...u +v—1 auftreten, B’ und (” in der 
Gruppe T, einander konjugiert. 


Wir betrachten jetzt die Permutationen ?P mit den m Zykeln 


C,=(C,,=(1,2,...1), 5 =0C, 1.,=h +1 +2,..n+9),-..; 
hierbei soll „>v,>--->v„>1 sein, und es sollen unter den v, auch 
gerade Zahlen vorkommen, so daß P also eine Permutation zweiter oder 
dritter Art wird. Es wırd dann 

P=(,(,...C,. 
Entsprechend setze ich 

P'=(705-+.C). 
In dieser Gleichung darf die Reihenfolge der Faktoren nicht mehr beliebig 
abgeändert werden. Es ist aber hervorzuheben, daß diejenigen Faktoren 
| C/,, für welche die v, ungerade Zahlen sind, beliebig angeordnet werden 
dürfen. Das Element P’ bleibt also z. B. ungeändert, wenn man zuerst 
die Faktoren C/, mit ungeradem v, schreibt und dann die Faktoren mit 
„ nach abnehmender Größe dieser Zahlen folgen läßt. 

Ist nun Q eine beliebige Permutation, deren m Zykeln ebenso wie 
bei P die Ordnungen »,,v3;,...v„. haben, so sind P und ® ähnliche Per- 
mutationen. Von den beiden Elementen der Gruppe T,, die zu Q ge- 
hören, ist (auf Grund der Sätze IV und V), wenn P und Q ungerade Per- 
mutationen sind, nur eins dem Element P’ in bezug auf T, konjugiert, 


und wenn P und Q gerade sind, nur eins in bezug auf ®, mit P’ kon- 


geradem v 
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jugiert. Dasjenige klement, das der ersten oder der zweiten Bedingung ge- 
nügt, bezeichne ich mit @. 

Wir haben nun insbesondere für alle Permutationen P zweiter oder 
dritter Art festgesetzt, welches Element von T, unter P’ zu verstehen ist. 
Für die hier noch nicht betrachteten Permutationen erster Art denken wır 
uns die Bezeichnung irgendwie fixiert. Beachtet man, daß für jede unter 
diesen Permutationen P die Elemente P’ und JP’ ın bezug auf T,, und 
wenn P gerade ist, auch in bezug auf 3, konjugiert sind, so erkennt man, 
daß auf Grund unserer Festsetzungen die früher gestellte Forderung erfüllt 
ist: sind P und @ zwei Permutationen, die in bezug auf die Gruppen 95, 
oder X, konjugiert sind, so sind auch P’ und @’ konjugierte Elemente von 
T, oder 8,. 

$ 12. Wir müssen hier noch eine Bemerkung hinzufügen, die für 
das spätere von Wichtigkeit ist. Sie bezieht sich auf den zuletzt behan- 
delten Fall der Permutationen, die in Zykeln von lauter verschiedenen 
Ordnungen zerfallen. 

Es sei insbesondere @& eine Permutation mit m Zykeln D,,D,.... D, 
der Ordnungen v, >r,>-.::>r,. und zwar möge der Zyklus D, nur 
die Ziffern 

(23.) rates tr. riet + 
(in irgendeiner Reihenfolge) enthalten. Wir haben für diesen Fall bereits 
festgesetzt, welche Elemente von T, wir mit 07, D/.D;,...D/, zu bezeichnen 
haben. Jedenfalls wird 

(24.) Q’=J”’D’D,..-D,., 


y 


wo « einen der Werte Null oder Eins hat. Es soll nun untersucht werden. 


unter welchen Bedingungen «=0 oder e=1 ist. 


Ich bezeichne mit 9, die symmetrische Gruppe, die aus allen »,! 
Permutationen der Indizes (23.) besteht, und mit st, die der Untergruppe 
9. von ©, entsprechende Untergruppe der Ordnung 2-r,! von T,. Hat 
C,, dieselbe Bedeutung wie auf S. 180, so sind €, und D, ähnliche Per- 
mutationen von 9,; ebenso sind auf Grund der früheren Festsetzungen 
0, und D;, konjugierte Elemente von s,. Es sei 4, eine Permutation 
von 9 


eu) 


die der Bedingung 
H7"C,H,=D, 


Journal für Matheınatik. Bd. 139. Heft 3. 
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genügt; dann ist auch 

H,'C,„H,=D;. 
Ist nun v, eine gerade Zahl, so wählen wir, was jedenfalls möglich ist, 
Hals eine gerade Permutation. Ist aber v, ungerade, so ist H, eine 
gerade Permutation, wenn C, und D, in der alternierenden Gruppe mit 
den Vertauschungsziffern (23.) konjugiert sind, dagegen ist H, ungerade, 
wenn dies nicht der Fall ist. Es sei nun die Anzahl der Indizes «u, für 
die H,, ungerade ist, gleich r, ferner sei s die Anzahl der geraden unter 
den Zahlen »,. Für ein gerades v, ist nun H’, da H, eine gerade Per- 
mutation sein soll, wie aus Satz III folgt, stets mit C7 und D, vertauschbar, 
sobald nur oe von w verschieden ist. Dasselbe gilt für ein ungerades v,, 
zu dem eine gerade Permutation H, gehört. Ist aber v, eine ungerade 
Zahl und H, eine ungerade Permutation, so ist A} mit C/ und D; ver- 
tauschbar, wenn g von w verschieden und », eine ungerade Zahl ist; da- 
gegen wird, falls v», gerade ist, 

H,'C,H,=JC,, H,'D,H,=JD,. 

Setzt man nun 

H=-H,H,...H,, 
so wird 


H’= J’H{H!...H},, 
wo > gleich Null oder Eins ist. Man erkennt auch ohne Mühe, daß, wenn P’ 
wie früher das Produkt 01C03---C, bedeutet, 
(25.) H'"P’H’=J"DiD;...D/, = J""0Q 
wird. 

Ich behaupte nun, daß @n der Gleichung (24.) @ gleich Null oder 
gleich Eins vst, je nachdem r eine gerade oder eine ungerade Zahl. vst. 

Es sei nämlich zunächst s ungerade. Dann sind P und Q ungerade 
Permutationen. Unter Q’ ist dann das zu P’ konjugierte Element von 
T, zu verstehen. Aus der Gleichung (25.) folgt daher 

H="P’H=-Q=-J'DiD;---D,, 
also ist @e=r (mod 2). Ist ferner s gerade, so sind P und @ gerade Per- 
mutationen dritter Art. In diesem Fall soll @ mit P’ in bezug auf die 
Gruppe ®, konjugiert sein. Ist nun r gerade, so wird H eine gerade Per- 
mutation, folglich ist H’"P’H’=@'. Die Gleichung (25.) lehrt uns daher, 
daß «=0 zu setzen ist. Ist dagegen r ungerade, so ist H eine ungerade 
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Permutation und man schließt leicht, daß H"P’H’=JQ’ sein muß*). 
Wegen (25.) muß daher @e=1 sein. 


Abschnitt IV. 
Allgemeine Eigenschaften der Charaktere der Gruppen T, und 8,. 
$ 13. Betrachtet man irgendeine Darstellung einer endlichen Gruppe 
% durch homogene lineare Substitutionen in f Variabeln (Matrizen f-ten 
Grades) und ist y(R) die Spur der dem Element R von 9 entsprechenden 
Substitution, so bezeichnet man nach Herrn Frobenius das System der 
Zahlen y(R) als einen Charakter f-ten Grades der Gruppe 9**). Ist die 
Darstellung irreduzibel, so nennt man y(R) einen einfachen Charakter. 
Zwei Darstellungen sind stets und nur dann äquivalent, wenn sie den- 
selben Charakter besitzen. Die Anzahl der einfachen Charaktere y"(R), 
z"(R),... ist gleich der Anzahl der Klassen konjugierter Elemente, in 
die die Elemente von 9 zerfallen, und zwischen diesen Charakteren be- 
stehen die Relationen 
(6)  ZYO(R)zY(R")=h, Ey (R)y®(R)=0, 
wo R alle Elemente von 9 durchläuft und A die Ordnung von 9 bedeutet***). 
Man bezeichnet ferner, wenn 7,,7,,.... beliebige ganze (nicht not- 


wendig positive) Zahlen sind, das System der Zahlen 
SR) = 129 (R) +20 (R)- 
als einen zusammengesetzten Charakter von 8. Es ist dann wegen (26.) 
(27.) ZS(R)S(R")=k(n+rn+t--). 
Nur dann, wenn diese Summe gleich A und £(E)>0 wird, ist £(R) ein 


einfacher Charakter. Ist keine der Zahlen »,,r,.... negativ, so gehört zu 


*) Dies folgt daraus. daß Q’ und JQ’ in T„. aber nicht in B,„ einander kon- 
jJugiert sind. 

**, Hiera us folgt unmittelbar. daß für zwei konjugierte Elemente R und KR’ 
von D x(R) =y(R’) wird. 

***), Einfache Beweise dieser Sätze, die zuerst Herr Frobenius in einer Reihe von 
Abhandlungen (Sitzungsberichte der K. Preuß. Akademie, Berlin, Jahrgänge 1896— 1899) 
aufgestellt hat. findet man in zwei Arbeiten des Herrn W. Burnside (Acta Mathematica, 
Bd. 28. S. 369, und Proceedings of the London Mathematical Society, Serie 2, Bd. 1 
(1904), S. 117), ferner in meiner Arbeit „Neue Begründung der Theorie der Gruppen- 
charaktere“, Sitzungsberichte der K. Preuß. Akademie. Berlin, 1905. S. 406. 


24° 
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C(R) eine Darstellung von $ durch Matrizen des Grades &(E); in diesem 
Fall sagt man auch, {(R) sei ein eigentlicher Charakter. 

Es bedeute nun 5 eine der Gruppen T, oder ®, und entsprechend 
sei © die Gruppe ©, oder W,. Ist insbesondere für einen (eigentlichen) 
Charakter f-ten Grades (R) von 9 

()=jzlE), j=+1*), 
so unterscheiden sich in der zu %(R) gehörenden Darstellung von 9 die 
den Elementen R und JR entsprechenden Matrizen (R) und (JR) nur 
um den Zahlenfaktor /, so daß auch 

(28.) z(JR)=7j%(R) 
wird. Durch die beiden Matrizen (R) und (JR) ist dann nur eine ge- 
brochene lineare Substitution bestimmt, und die Gesamtheit dieser Substi- 
tutionen bildet eine mit der Gruppe & isomorphe Gruppe ft, die ich die 
zu dem Charakter x(R) gehörende Kollineationsgruppe nenne. Ist k die Ord- 
nung von st, so läßt sich st stets und nur dann als Gruppe von k homo- 
genen linearen Substitutionen schreiben, wenn 7j=1 oder n<3 ist (vgl. $2). 

Einen Charakter z(R) von 9, für den die Gleichungen (28.) be- 
stehen, bezeichne ich als einen C'harakter erster oder zweiter Art, je nach- 
dem j=+1 oder J=—1 ist. 

Ist g(R) ein einfacher Charakter erster Art von 9, so bilden die 
Zahlen 

(P)=P)=iJP) 

einen einfachen Charakter von ©. Hierbei soll P’ wie früher das der 
Permutation ? von ©, oder X, zugeordnete Element von T, oder 8, be- 
deuten. Umgekehrt erhält man aus jedem Charakter y(P) von & einen 
einfachen Charakter erster Art y(R) von 9, indem man die Zahlen ,(P’) 
und %(JP’) gleich x(P) setzt. Daher ist die Anzahl der einfachen Cha- 
raktere erster Art von 9 gleich der Anzahl der einfachen Charaktere von 
&, also gleich der Anzahl der Klassen konjugierter Elemente in der Gruppe 
& Haben nun die Zahlen k,,k},l,,l,,v%.,9,n und «, dieselbe Bedeutung 
wie in $$ 8 und 10, so erhalten wir folgendes Resultat: 

Die Anzahl der einfachen Charaktere zweiter Art ist für die Gruppe 


T, gleich 


*) Für einen einfachen Charakter ist diese Bedingung von selbst erfüllt. 
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k,—kn=g, +2u,=v,+u, 
und für die Gruppe B, gleich 
.—l.=29, +tu=%,+9,. 

Da die Charaktere der Gruppen ©, und %, bereits bekannt sind (vgl. 
Einleitung), können wir die Charaktere erster Art von T, und 8, beiseite 
lassen und haben uns nur mit den Charakteren zweiter Art zu beschäftigen. 

$ 14. Aus jeder Darstellung 4 der Gruppe T, durch homogene 
lineare Substitutionen (Matrizen) geht eine zweite Darstellung .7° hervor, 
indem man die den Elementen von 8, entsprechenden Matrizen von 4 un- 
seändert läßt, dagegen die übrig bleibenden negativ nimmt. Ich bezeichne 
4 und I’ als assozierte Darstellungen und entsprechend die zugehörigen 
Charaktere als assozwerte Charaktere von T,. Zwei assoziierte Charaktere 
+(T) und %’(T) von T, sind also dadurch gekennzeichnet, daß 

X) =-(-N)'z(T) 
wird, wo z gleich Null oder Eins zu setzen ist, je nachdem T in ®, ent- 
halten ist oder nicht. Wird insbesondere z(T)=y'(T), also z(T) =0 für 
alle in 8, nicht vorkommenden Elemente T von T,, so bezeichne ich 4(T) 
als sich selbst assoziwert oder auch als einen zweiseitigen Charakter. 

Für einen einfachen nicht zweiseitigen Charakter (T) von IT, wird 
auf Grund der Gleichungen (26.) 

(29)  =7(MaT")=2n!, Z(-1) KT) )=0, 
also 
(30.) Zyı(B)x(B")=n!. 
Hierbei soll 7 alle Elemente von T, und B alle Elemente von 8, durch- 
laufen. Dagegen wird für einen einfachen zweiseitigen Charakter % (7) 
(31.) =y(B)x(B"')=2n!. 

Hieraus folgt, daß im ersten Falle die Zahlen „(B)=y(B) einen ein- 
fachen Charakter der Gruppe ®, repräsentieren; dagegen wird im zweiten Falle 
z(B)=y(B)+w(B), 
wo w(B) und w(B) voneinander verschiedene einfache Charaktere von ®, 
sind (vgl. die Formel (27.)).. Man erkennt ferner leicht, daß zweı asso- 
zuerte Charaktere von T, entweder beide von der ersten Art oder beide 
von der zweiten Art sind. Ebenso gehören die Charaktere p(B), w(B) 
und w(B) von 8, zur ersten oder zur zweiten Art, je nachdem der Cha- 

rakter z(T) von T, ein Charakter erster oder zweiter Art ist. 
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Unter den gq, +2, einfachen Charakteren zweiter Art von 7, seien 
nun r zweiseitig und 2s nicht zweiseitig. Da die letzteren Charaktere paar- 
weise auftreten, so ist s eine ganze Zahl. Beachtet man nun, daß zu 
jedem Paar einander assoziierter Charaktere von T, nur ein einfacher 
Charakter von ®, gehört, dagegen jedem zweiseitigen Charakter von ZT, zwei 
Charaktere von 3, entsprechen, so erhält man im ganzen 2r-+s einfache 


Charaktere zweiter Art von ®,. Man überzeugt sich auch durch Zuhilfe- 


er 
nahme der Gleichungen (26.), daß diese 2r-+s Charaktere voneinander 
verschieden sind; ferner ergibt sich aus einem Satze des Herrn Frobenzus*), 
daß dies die sämtlichen einfachen Charaktere zweiter Art von 8, 
sind. Da nun die Anzahl dieser Charaktere gleich 29,-+u, ist, so 
ergibt sich 

2r +5s=29, +: 
Andererseits ist aber 

r+25s=g9,+2u,; 
folelich ist 

=, SU, TTSs=, TU =: 

Die Anzahl der zweiseitigen (einfachen) Charaktere zweiter Art von 
T, ıst also gleich der Anzahl der geraden Zerlegungen von n in lauter ver- 
schiedene Summanden. 

Ich bemerke noch, daß die Anzahl der zweiseitigen Charaktere 
erster Art von T, gleich ist der Anzahl der Zerlegungen von n in lauter 
verschiedene ungerade Summanden**), 

$ 15. Ist € irgendein Element von Z,, das nicht in ®, vorkommt, 
z. B. das der Transposition $, = (1,2) entsprechende Element T7,, so erhält 
man einen äußeren Automorphismus ./ von ®,, indem man dem Element 
B von 8, das Element B=-("BC zuordnet. Aus jedem Charakter 9(B) 
von ®, geht daher, wie man unmittelbar erkennt, ein zweiter Charakter 


$(B) hervor, indem man 


setzt. Zwei solche Charaktere 9(B) und $(B) bezeichne ich als adjungierte 


*) „Über die Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und denen 
ihrer Untergruppen“, Sitzungsberichte der K. Preuß. Akademie, Berlin, 1898, S. 501. 

**) Vgl. Frobenius, „Über die Charaktere der symmetrischen Gruppe“, $ 6, 
und die Inaugural-Dissertation des Verfassers, $ 23. 
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Charaktere*). Man schließt auch sofort, daß, wenn Y(B) ein einfacher 
Charakter erster bzw. zweiter Art ist, $(B) dieselbe Eigenschaft besitzt. 

Ich will nun zeigen, daß die beiden aus einem zweiseitigen (einfachen ) 
Charakter „(T) von T, hervorgehenden Charaktere w(B) und w(B) von 8, ad.- 
jungierte Charaktere sind. 

Man betrachte nämlich eine zu %(T) gehörende (irreduzible) Dar- 
stellung 4 von T, durch Matrizen des Grades f=y(E). Die dem Element 
T entsprechende Matrix möge der Kürze wegen ebenfalls mit 7 bezeichnet 
werden. Da nun hier die zu 4 assoziierte Darstellung mit 4 äquivalent 
ist, so läßt sich eine Matrix 7 von nicht verschwindender Determinante 
angeben, so daß 

(32.) H"TH=(—1)'T 

wird; hierbei soll z dieselbe Bedeutung haben wie auf S. 185. Hieraus er- 
oibt sich, daß die Matrix /* mit allen Matrizen von 4 vertauschbar ist. 
Da nun 2 irreduzibel ist, so muß H’=aK, sein, wo a eine Konstante 
und E, allgemein die Einheitsmatrix «-ten Grades bedeuten soll. Wir 
können ohne Beschränkung der Allgemeinheit a=1 annehmen, so daß 
H?=E, wird. Man kann daher eine Matrix M von nicht verschwindender 
Determinante wählen, so daß 


MHM = 2 ) 
q 


wird, wo p und g gewisse positive ganze Zahlen bedeuten, deren Summe 
fist. Ersetzt man nun die Matrizen 7 durch die Matrizen M-'TM, so 
erhält man eine der Darstellung / äquivalente Darstellung, für welche 
die Matrix M='HM dieselbe Rolle spielt wie die Matrix 7 bei der Dar- 
stellung 4. Wir können daher annehmen, daß bereits 


(BE 9 
H=(g°_5,) 
sei. Aus den Gleichungen (32.) ergibt sich dann, daß, wenn die Elemente 


von Z,, die der Untergruppe ®, angehören, mit B, die übrigen mit C be- 
zeichnet werden, in unserer Darstellung ./ die Matrizen B und © die 


2-G2,0-09) 


*) Der Charakter I(B) ist von der Wahl des Elements © unabhängig. 


Form haben 
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wo P und P quadratische Matrizen der Grade p und g bedeuten, @ eine 
Matrix mit p Zeilen und g Spalten und @ eine Matrix mit q Zeilen und 
p Spalten ist. Wäre nun 9+g, so würden die Determinanten der Matrizen 
C verschwinden, was nicht der Fall ıst. Daher ist 9=g und also f=2». 

Die Matrizen P und P bilden offenbar zwei Darstellungen der 
Gruppe ®,. Da wır aber wissen, daß y(B) als Summe der beiden ein- 
fachen Charaktere w(B) und w(B) von 8, erscheint, so müssen diese Dar- 
stellungen irreduzibel sein. Wir können annehmen, daß w(B) die Spur 
der Matrix P und w(B) die Spur der Matrix P sei. 

Es möge nun Ü insbesondere ein Element von T, sein, dem ın 
<, eine Transposition, etwa die Transposition S,=(1,2) entspricht. Dann 
wird das Element C* gleich J, also die Matrix C* gleich 7E,, wo j= +1 
ist. Wir erhalten daher 00=00 = JE,. Man erkennt nun leicht, daß 
sich die Darstellung 4 durch eine äquivalente Darstellung ersetzen läßt, 


ın der 


OR _ 
C=(p, ) 


wird, während H ungeändert bleibt. Hat nun aber (' diese Form, so wird 


CBC=() 2)- 
Hieraus folgt aber, wie zu beweisen ist, daß 
(33.) w(C" BC) =w(B), w(C'BC)=w(B) 

wird. 

$ 16. Ich setze noch 

d(B) = w(B)—w (B) 

und bezeichne das Svstem der n! Zahlen d(B) als das Komplement des 
zweiseitigen Charakters y(T). Da man w und w vertauschen kann, so Ist 
das Komplement d(B) durch den Charakter y(T) nur bis auf ein Vor- 
zeichen bestimmt. Dieses Vorzeichen ist aber für uns ohne Bedeutung. 
Denn, um die beiden Charaktere w(B) und w(B) von %3, angeben zu 
können, genügt es, außer den Zahlen y(J) entweder die Zahlen J(B) oder 
die Zahlen —J(B) zu kennen. 

Die Zahl Ö(B) ist offenbar nichts anderes als die Spur der Matrix 
HB. Ist daher eine zu dem Charakter y(T) gehörende Darstellung 4 bekannt, 
und ist H eine Matrix, die der Gleichung H”=- E, und außerdem den Be- 
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dingungen (32.) genügt, so hat man, um das Komplement des Charakters y(T) 
zu bestimmen, nur die Spuren der Matrizen HB anzugeben. 
Ist „(J)=jf, so genügen die Zahlen Ö(B) den Gleichungen 


(34.) d(JB)=7j0(B), 
ferner ist, wie aus der Formel (27.) folgt, 
(35.) = J(B) d(BT) = 2n!. 


Für jedes Element € von T,, das nicht in ®, vorkommt, wird wegen (33.) 
(36.) $(C-"BC)=—0(B). 
Sind insbesondere B--C!BC und B auch in 8, einander konjugiert, so 
wird 
(37.) d(B) = J(B) = 0. 
Nur dann, wenn B und B in dem in $ 10 üxierten Sinne als adjungierte 
Elemente von 3, zu bezeichnen sind, kann J(B) nicht Null sein. Daher 
ist das Komplement d(B) nur für solche Elemente B von 3, anzugeben, 
denen ın der Gruppe A, Permutationen dritter Art entsprechen. 

Allgemeiner seı $(T) ein beliebiger zusammengesetzter Charakter 
von T,, der sich selbst assoziiert ist, für den also S(T)=0 wird, sobald 
T nicht ın 3, enthalten ıst. Es kann dann auf unendlich viele ver- 
schiedene Arten 

s(T) — X (T) + 1,2" (T) Meer, yX T) 
gesetzt werden, wo 
(38.) AR), KIT)... 
einfache, nicht notwendig voneinander verschiedene Charaktere von T 


n» 


bedeuten, und r,, 75, ...r, ganze Zahlen sind. Hierbei soll jedoch, wenn 
für $(T) die Bedingung 
er, 9er 
erfüllt ıst, auch 
EINER, EN) = IK (E), Zr (I) = IX (E) 

sein. — Sind nun etwa 

KT), a(T), ... x (T) 
die sämtlichen zweiseitigen unter den Charakteren (38.) und kennt man 
zu ihnen gehörende Komplemente, 

I (B), IB), .... d® (B), 
so bezeichne ich als ein Komplement des zweiseitigen Charakters &(T) jedes 
System von Zahlen 


Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 3. IH 
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d(B)=e,r,0®(B) +2;7,0®(B) -++..+e,r, 0 (B), 
WO &,, &5,... €&, die Werte +1 haben*). 

Zu jedem zweiseitigen Charakter $(T) gehören also unendlich viele 
Komplemente. In jedem Fall genügen aber die Zahlen d(B) den Be- 
dingungen (36.)—(37.); ferner erhält man, wie leicht zu sehen ist, zwei 
adjungierte (zusammengesetzte) Charaktere $(B) und 9(B) von 8,, deren 
Summe $(B) ist, indem man 


HB)= S[5(B)+O(B)], 9B)= S[E(B)—0(B)] 


setzt. Ist insbesondere S(T)=%(T) ein einfacher Charakter, so werden 
$(B) und 9(B) nur dann eigentliche Charaktere von ®,, wenn 
d(B) = +[w(B) —w(B)] 

wird, wo w(B) und w(B) dieselbe Bedeutung haben wie früher. Diese 
beiden ausgezeichneten Komplemente von 7(T) betrachten wir, wie schon 
vorhin erwähnt, als nicht wesentlich voneinander verschieden. Wenn wir 
ım folgenden von dem Komplement eines einfachen zweiseitigen Charakters 
sprechen, so verstehen wir hierunter eins von diesen beiden Komplementen. 


$17. Ist x(T) ein beliebiger Charakter zweiter Art von %,, so 
wird für jede Permutation P von &,, wenn P’ das nach den Vorschriften 
des $ 11 zu bestimmende Element von T, ıst, 

Kur) =- u). 
Da ferner für eine Permutation P, die zur ersten Art gehört, P’ und JP’ 
konjugierte Elemente von T, sind und also 4(JP’)=x%(P’) wird, so ist für 
jede Permutation erster Art 

ı(JP')=y(P')=0. 
Es genügt daher, wenn z(T) ein Charakter zweiter Art vst, allein die Zahlen 
z(P’) und zwar nur für die Permutationen zweiter Art anzugeben. 

Da wir ferner die Elemente P’ so gewählt haben, daß zwei kon- 
jugierten Permutationen von ©, auch zwei konjugierte Elemente von T, 
entsprechen, so ist die Zahl x(P’) allein durch die Klasse ähnlicher 
Permutationen von &,, der P angehört, bestimmt. 

Eine solche Klasse nenne ich gerade oder ungerade, je nachdem 
ihre Permutationen gerade oder ungerade sind. Mit [«] bezeichne ich eine 


*), Kommt unter den Charakteren (38.) kein zweiseitiger Charakter vor, so 
sage ich. das Komplement von E&(T) sei Null. 
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Klasse, deren Permutationen in lauter Zykeln ungerader Ordnung zerfallen. 
Kommen unter den Zykeln einer Permutation P von [e] genau «, Zykeln 
der Ordnung 1, ferner «, Zykeln der Ordnung 3 vor usw., so setze ich 


[e] Lu [% O3, rn und ı(P)=x. ie? 
Die Klasse [e@] enthält 


! 


] W. 
/ = 


1%: a,! 3% a, 


' 


Permutationen, und diese Zahl gibt zugleich die Anzahl der mit P’ kon- 
jugierten Elemente von %, an. Die Anzahl der Klassen [«] ist gleich der 
von uns mit ®, bezeichneten Zahl. Beachtet man noch, daß P und P! 
ähnliche Permutationen sind und daß die Ordnung von P eine ungerade 


Zahl ist, so erkennt man, daß auch P’ und P 


konjugierte Elemente 
von Z, sind. Daher ist in unserem Fall „(P’)=y(P’”"), und folglich sind 
die Zahlen y, sämtlich reell*). Ist insbesondere y(T) ein einfacher Charakter 
zweiter Art, so folgt aus den Gleichungen (30.) und (31.) 


. n' 


(39.) zh,xX = 


=, 
wo die Summe über alle v, Klassen [e@] zu erstrecken ist und e den 
Wert Null oder Eins hat, je nachdem y(T) ein zweiseitiger Charakter ist 
oder nicht. Ebenso ergibt sich aus den Formeln (26.), daß für je zwei 
verschiedene einfache Charaktere y(T) und y’(T), die nicht einander 
assoziiert sind, 
(40.) Eh1. A = 0 

ist. 

Neben den Klassen [«], die alle geraden Permutationen zweiter Art 
umfassen, haben wir nur noch diejenigen Klassen von &, zu betrachten, 
deren Permutationen in Zykeln von lauter verschiedenen Ordnungen zer- 
fallen. Eine solche Klasse bezeichne ich mit (vr), (e),... und setze, wenn 
eine Permutation P von (v) genau m Zykeln der Ordnungen 


V., Vo, ..» v 


m (vr => 5 eo.» > 


enthält. 


(41.) Eee 
und 





*), Allgemein sind für jeden Charakter y(T) und (7!) konjugiert komplexe 
Zahlen. — Man kann auch leicht schließen, daß die Zahlen x, sämtlich ganze rationale 
Zahlen sind; doch werden wir dies später auf anderem Wege erkennen. 


25* 
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ı(P') = N Kr 1m* 

Die Anzahl der Klassen (»v) ist ebenfalls gleich v,, doch sind die- 
jenigen unter ıhnen, für welche v,,»,,...r, ungerade Zahlen sind, zugleich 
auch unter den Klassen [«] enthalten. Die Zahlen %,, sind nur für die 
u„ ungeraden Klassen (v) anzugeben, da die übrigen entweder unter den 
Zahlen %, vorkommen oder von selbst Null sind. Ist %(7) ein zweiseitiger 
Charakter, so wird x,, auch für jede ungerade Klasse (v) gleich Null. In 
diesem Fall werden wir im folgenden zumeist wenigstens ein Komplement 
ö(B) von x(T) anzugeben haben. Bedeutet P die Permutation 

(1,2,...7,)(vn, +1l,vr, +2,..»,+7,) 
der Klasse (41.), und ist P’ das auf S. 180 fixierte Element von T,. so 
setze ich, wenn (v) eine gerade Klasse ist, 
d(P’) — On = On; RS 
Kennt man für alle g„ geraden Klassen (v) die Zahlen d,,, so kann man 
auf Grund der Formeln (34.) —(37.) auch alle übrigen Zahlen d(B) angeben. 
Hierbei ist in unserem Fall in (34.) für 7 die Zahl —1 zu setzen. 


g r n! : 
Bezeichnet man die Anzahl — —- der Permutationen der Klasse 
v, V, ... Yn 


(41.) mit A, so erhält man insbesondere für einen einfachen Charakter 
zweiter Art, der nicht zweiseitig ist, aus (29.) die Gleichung 
| n! 
(42.) Shui An DE 
ebenso ergibt sich wegen (35.) für das Komplement eines zweiseitigen 
Charakters zweiter Art 
(43.) Erden. 
Hierbei ist in der ersten Formel die Summe über alle ungeraden Klassen 
(v) und in der zweiten Formel über alle geraden Klassen (v) zu erstrecken, 
ferner sind unter %,, und d,,, die zu %,, und d,,, konjugiert komplexen 
Zahlen zu verstehen. 
Ich leite noch zwei Formeln ab, die für das folgende von Wichtig- 
keit sind. 
Allgemein ist für jede Permutation P? von &, 
, an! 
p% P 
wo die Summe über alle einfachen Charaktere erster und zweiter Art 
von T, zu erstrecken ist und A, die Anzahl der mit P’ konjugierten 
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Elemente von T, bedeutet*). Ist nun P eine Permutation zweiter Art, 
so ist A» zugleich die Anzahl der mit P ähnlichen Permutationen von ©,. 
Da nun für jeden Charakter erster Art die n! Zahlen y(P’)=y(P) einen 
Charakter von ©, bilden, so wird 


’ , u n! 
=’y(P)z(P 1 'z 
y4 P 
wo hier die Summe über alle Charaktere erster Art zu erstrecken ist. 
Daher wird auch 


zZ’ (PP), 


hp’ 
wo 2 alle »„+u, Charaktere zweiter Art durchläuft. Man bezeichne 
nun mit 
AT), KOT)... zr(T) 
v„ einfache Charaktere zweiter Art, von denen nicht zwei einander asso- 


ziert sind; ferner sei &, gleich Null oder Eins, je nachdem y®(T) ein 


e 
zweiseitiger oder ein nicht zweiseitiger Charakter ist. Dann kann die 
zuletzt erhaltene Formel für den Fall, daß P der Klasse [«] angehört, in 


der Form 
(44.) zuge’ 
e 7 
geschrieben werden. Sind dagegen [«] und [/%] zwei verschiedene Klassen, 
so erhält man in ähnlicher Weise 


(45.) zer = 0. 


Abschnitt V. 
Über die zu den Charakteren der Gruppen T, und 8, gehörenden 
Kollineationsgruppen. 


$ 18. Es bedeute, wie in $13, 9 eine der Gruppen T, oder ®, und 
entsprechend sei & die Gruppe ©, oder W,. Ist g die Ordnung von ®, so 
wird also die Ordnung h von 9 gleich 2g. 

Man betrachte wieder einen einfachen Charakter y(R) von 5 und 
eine zu 2(R) gehörende Darstellung 4 von 9 durch Matrizen (R). Ist 


P irgendeine Permutation von ®, so bezeichne man die durch die Matrizen 


*) Dies ist eine der Grundformeln der Theorie der Gruppencharaktere. Vgl. 
etwa meine auf S. 183 zitierte Arbeit „Neue Begründung der Theorie der Gruppen- 
charaktere“, Formel (XIV.). 
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(P’) und (JP’) bestimmte Kollineation mit |P} und die durch diese Kolli- 
neationen erzeugte Gruppe mit ft. 

Es ıst nun zunächst zu beachten, daß, wenn n>4 und y(Ä$) ein 
Charakter zweiter Art ist, dıe g Kollineationen |P} voneinander verschieden 
sein müssen. Denn wäre dies nicht der Fall, so müßte es mindestens eine 
von E verschiedene Permutation P geben, für die [P}=|E| wird, und diese 
Permutationen würden eine ıinvariante Untergruppe % von & bilden. Ist 
nun zunächst n>>4, so müßte, da W, alsdann eine einfache Gruppe ist und 
&, nur die eine invariante Untergruppe X, enthält, entweder 3=& oder &=&, 
und$=N, sein. Für n=-4 käme für % aber noch die durch die Permutationen 

E, A= (1,2) (3,4), B=(1,3) (2,4), C=(1,4) (2,3) 
gebildete Vierergruppe in Betracht. In jedem Fall würde also % die Per- 
mutationen A und B enthalten. Für die zugehörigen Elemente A’ und B’ 
von 9 müßten sich dann in unserer Darstellung 4 die Matrizen (A’) und 
(B’) nur um einen Zahlenfaktor unterscheiden und folglich untereinander 
vertauschbar sein. Es ist aber, wenn T,,T;,... die die Gruppe T, er- 
zeugenden Elemente sınd, 
A-STTI, B-IP’TLTITGT,. 

und es wird A’B’=JB’4A”. Da nun auf Grund unserer Voraussetzung 
über den Charakter 2(R) jedenfalls (J)=—(E) wird, so ergibt sich 
(47) (B’)=—(B’)(4A’), was auf einen Widerspruch führt. 

Daher ist die zu einem Charakter zweiter Art von 9 gehörende Kolli- 
neationsgruppe X für n>4 der Gruppe © stets einstufig isomorph. 

In ähnlicher Weise schließt man, daß für einen einfachen Charakter 
erster Art von 9 die Gruppe St nur dann der Gruppe & nicht einstufig 
isomorph ist, wenn entweder der Grad f des Charakters gleich Eins oder 
G=-%&, und f=2 ıst. 

$ 19. Es sei noch %(R) ein von z(R) verschiedener einfacher Cha- 
rakter von 9, dem die Darstellung 4 von $ durch die Matrizen (R) ent- 
sprechen möge. Die zugehörige Kollineationsgruppe möge mit $ bezeichnet 
werden, ferner sei {P} die der Permutation P von ® entsprechende Sub- 
stitution von \. 

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen es ein- 
treten kann, daß die Gruppen & und $, abgesehen von der Reihenfolge 


ihrer Elemente, übereinstimmen. 
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Es sind hier zwei Fälle zu unterscheiden. 

a) Es sei zunächst !P!=!|P} für jede Permutation P von & Dann 
unterscheiden sich die Koeflizientenmatrizen dieser beiden Kollineationen 
nur um einen Zahlenfaktor, und hieraus folgt, daß für jedes Element 
R von 9 

(R)=C,-(R) 
also auch 
(46.) z(R) = Zr z(R) 
wird, wo die {, gewisse Zahlen bedeuten. Aus der ersten Gleichung folgt 


für je zwei Klemente R und $ von 9 


“Res Ns» 


d. h. die Zahlen [, bilden einen linearen Charakter von 9*). Ist nın 9-2 


” 
so ıst der Kommutator von 9 die Untergruppe ®,, deren Index gleich 2 
ist. Es gibt daher außer dem Hauptcharakter {,=1, der für uns nicht in 
Betracht kommt, nur noch einen linearen Charakter, den man dadurch 
erhält, daß man [,=1 oder (,=—1 setzt, je nachdem R in 8, vorkommt 
oder nicht. Die Gleichung (46.) lehrt uns dann, daß xy und x assoziierte 
Charaktere werden. Umgekehrt schließt man unmittelbar, daß die zu zwei 
assozuerten Charakteren von IT, gehörenden Kollineationsgruppen als nicht 
voneinander verschieden anzusehen sind. 

Es sei jetzt 9 die Gruppe ®,. Ist dann n>4, so umfaßt der 
Kommutator von 8, alle Elemente der Gruppe, und folglich hat ®, nur 
den einen linearen Charakter (,=1, der für uns wieder auszuschließen ist. 
Ist aber n=4, so besitzt ®B, drei lineare Charaktere Z,(R),Z,(R), &(R). die 
dadurch bestimmt sind, dab 

(BRT)=e*, 5, (BT)=1 
wird, wo g eine primitive dritte Einheitswurzel ist. Die Gruppe ®, bildet 
also hier eine Ausnahme, was im folgenden zu berücksichtigen sein wird. 

b) Es möge nun die Substitution IP! von ft der Substitution {P;| 
von 8 gleich sein, wo P, eine Permutation von & bedeutet, die nicht 
immer gleich P ist. Offenbar erhalten wir dann einen Automorphismus 4 
von &, wenn wir der Permutation P die Permutation ?, zuordnen. Ist 
nun zunächst 4 ein innerer Automorphismus von ©, so gibt es in & eine 





*) Vgl. Frobenius „Über die Primfaktoren der Gruppendeterminante“, Sitzungs- 
berichte der K. Preuß. Akademie, Berlin, 1896. S. 1343. 
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Permutation 7, für die H"PH=P, wird. Dann wird man aber auf den 
zuerst behandelten Fall geführt, indem man $t durch die ihr äquivalente 
Gruppe ersetzt, die aus ft durch die lineare Transformation |H} hervorgeht. 

Es seı also ./ ein äußerer Automorphismus von ©. Ist &=&,, so 
kommt, da &, für n+6 eine vollkommene Gruppe ist, nur der Fall n=6 
in Betracht, auf den ich später zurückkommen werde. Es sei demnach 
G = A 


. n*® 


Wenn dann wieder n-+6 ist, so kann 4 nur ein Automorphismus 
sein, der dadurch erhalten wird, daß man alle Permutationen von X, mit 
Hilfe einer ungeraden Permutation U transformiertt. Dann wird also 
P,-U”PU; nach Voraussetzung stimmen also die Kollineationen |U"'"PU! 
und !?} überein. Bezeichnet man nun das zu U gehörende Element U’ 
von T, mit C, so erkennt man, daß die Darstellungen #4 und 4 der 
Gruppe 9=%, ın der Weise zusammenhängen, daß für jedes Element R 
von B, 
(47.) (CTRC) =£n-(R) 
wird, wo £,„ eine Konstante bedeutet. Diese Zahlen , müssen dann 
wieder einen linearen Charakter von 8, bilden. Läßt man aber den Fall 
n=4, der sich leicht direkt erledigen läßt, beiseite, so ergibt sich nach 
dem früheren, daß £,=1 sein muß. Aus der Gleichung (47.) folgt dann 
y(C RC) =3(R), 

d.h. z und 7 sind adjungierte Charaktere von ®, (vgl. $ 15). Umgekehrt 
schließt man leicht, daß, wenn x und y adjungierte Charaktere von B, sind, 
die Gruppe 8 in die Gruppe 8 oder in eine mit x äquivalente Gruppe über- 
geht, wenn man die Elemente von 8 auf Grund des Automorphrsmus A 
von X, permutiert. — Ich bezeichne in diesem Fall die Gruppen 8 und ® als 
adjungierte Gruppen (vgl. Einleitung). 
| In dem im vorhergehenden ausgeschlossenen Fall n =-6 kommt sowohl 
bei der Gruppe ©, als auch bei der Gruppe Q, noch der bekannte Automor- 
phismus 4 in Betracht, durch den jedem Zyklus dritter Ordnung eine 
Permutation der Form (aßy)(den) zugeordnet wird. Wir werden auch 
später sehen, daß bei jeder der Gruppen T, und %, gewisse Paare von 
Charakteren y und y vorhanden sind, für welche die zugehörigen Kollinea - 
tionsgruppen vermittelst des Automorphismus _4 ineinander übergehen. 

$ 20. Will man nur diejenigen irreduziblen Kollineationsgruppen 
kennen, die den Gruppen &, oder X, isomorph sind und sich nicht als 
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n! Ä . 
Gruppen von n!, bzw. 5 homogenen linearen Substitutionen schreiben lassen, 


so hat man nur die einfachen Charaktere zweiter Art von T, oder 8, zu 
berücksichtigen. Außerdem sind nach den Ergebnissen des vorigen Para- 
graphen bei der Gruppe T, zwei assoziierte und bei der Gruppe ®, zwei 
adjungierte Charaktere als nicht wesentlich verschieden anzusehen. Be- 
achtet man noch die im vorigen Abschnitt gewonnenen Resultate über die 
Anzahl der Charaktere zweiter Art bei den Gruppen T, und ®,, so erhält 
man den in der Einleitung angekündigten Satz: 


VI. Ist n größer als drei und von sechs verschieden, so ist die Anzahl 
der wesentlich verschiedenen irreduziblen Kollineationsgruppen, die der Gruppe 
©, tsomorph sind und nicht als Gruppen von n! homogenen linearen Substi- 
tutionen geschrieben werden können, gleich der Anzahl v, der Zerlegungen von n 
in lauter verschiedene Summanden. Ist n größer als vier und von sechs und 


sieben verschieden, so ist die entsprechende Anzahl für die Gruppe U, ebenfalls 
gleich der Zahl v,. 


Die Gruppe ©, tritt wegen des Bestehens des oben erwähnten äußeren 
Automorphismus als Ausnahme auf. Für diese Gruppe sind, wie ich schon 
in der Einleitung hervorgehoben habe, von den v,=4 dem allgemeinen 
Fall entsprechenden Kollineationsgruppen nur drei wesentlich verschieden. 
Bei der Gruppe X, reduzieren sich die v,=2 Kollineationsgruppen (des 
Grades 2) infolge des Auftretens linearer Charaktere bei der Gruppe ®, auf 
nur eine Gruppe. Die Fälle n=6 und n=7 spielen aber für die Gruppe 
Y, eine ausgezeichnete Rolle, weil die Gruppen ®, und 8, nicht mehr als 
die Darstellungsgruppen von W, und X, erscheinen. 


Abschnitt VI. 
Die Hauptdarstellung zweiter Art der Gruppe T.. 


$ 21. In diesem Abschnitt soll die bereits in der Einleitung erwähnte 


5“ 


n—1 
mit der Gruppe ©, ıisomorphe Kollineationsgruppe des Grades ol” | auf- 


gestellt und genauer untersucht werden. 
Sind 
A=(a,), B=(b,,) 
zwei Matrizen der Grade p und g, so soll die Matrix des Grades pg 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 3 26 
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B 
Ay,B, agB, ...a,,B 


aß, 4gB, ...a,,B 
mit AxB bezeichnet werden. Ist C eine dritte Matrix des Grades r, 
so ıst 


dB, AjsB. ... dj» 


(AxB)xU=4Ax(BxC). 

Diese Matrix des Grades pgr bezeichnet man mit AxBxÜ. In analoger 
Weise ist für m Matrizen A,,A,,... 4„, deren Grade beliebig sein können, 
das Zeichen 

(48.) A,x4,X ++ x4, 
zu definieren. Sind A,,d,,...A4,„ gleich einer Matrix A, so bezeichne ich 
die Matrix (48.) mit /7,4. Die Spur der Matrix (48.) ist gleich dem 
Produkt der Spuren der Matrizen A,,A,,...4,. Sind ferner B,,B,,...B, 
beliebige m andere Matrizen und ist hierbei B, von demselben Grade 
wie A, so wird 

(49.) (A,x Agx ++ +xX A) (BiX BaX ++ x B,„) = A,Bı X AzBa x + x A, Bu*)- 

Man betrachte nun die vier Matrizen zweiten Grades 


Fr) AG» Bo) °=6 1) 

Zwischen diesen Matrizen bestehen folgende Beziehungen: 

A’=F, B=—F, O=F, 

(50.) | AB=—BA=—(, BÜ=—CB=—A, C(A=—AC=B, 

OBA=F. 

Man bilde nun für ein beliebiges m die Matrizen des Grades 2” 
M= 1,4, ,;M = ,„,4xB, M,=TM,„a4AxX0,... 
M,=TN,„,AxBxI,_F, M,„; = TI, ,AxCxIT,iF,;... 
M.m=BxH,MF, Man =Cx Inf. 

Diese 2m +1 Matrizen genügen, wie man auf Grund der Formeln (49.) 





und (50.) leicht erkennt, den Gleichungen 
(51.) M,=-—6E, M,n=E, 
(52.) M,M,=—M,M,, (x +2) 
(53.) Myan+ı Mm’ M;M,=E, 


wo E=/T7,F die Einheitsmatrix des Grades 2” bedeutet. 


*, Vgl. A. Hurwitz, „Zur Invariantentheorie“, Math. Ann. Bd. 45, S. 381, und 
meine Dissertation, $ 6. 
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Aus den Gleichungen (51.) und (52.) ergibt sich, daß jedes Produkt 
der 2m Matrizen M,,M,,... My». abgesehen vom Vorzeichen, gleich wird 
einer der 

HH Hm 

Matrizen 

a A A A En a ans er ia Ma - 
Man erkennt auch ohne Mühe, daß diese Matrizen, abgesehen von den 
Vorzeichen, mit den 4” Matrizen übereinstimmen, die man dadurch erhält, 
daß man in (48.) für A,,A,,...A,„ auf alle möglichen Arten die vier 
Matrizen F, A,B,C einsetzt. Da nun die Spuren von A,B,C gleich Null 
sind, so ergibt sich, daß unter den Matrizen (54.), die auch kurz mit 
X,,X1,Xg,... bezeichnet werden mögen, nur die erste eine von Null ver- 
schiedene Spur besitzt; die Spur von X,=E ist aber gleich 2”. Die 
Matrizen X,,X,,Xg,... reproduzieren sich ferner, abgesehen von den Vor- 
zeichen, durch Multiplikation, und zwar ist 

%=+E X X=+X,, 

wo u von Null verschieden ist. 

Hieraus folgt leicht, daß X,.X,, X,,... untereinander linear unab- 
hängig sind. Denn ist etwa 

A, ta A, FRA, + 0, 
so erhält man nach Multiplikation mit X, 

WÄA,t ta, , A, A, ta, E+a, Au A, te = 0. 

Da nun die Spur der links stehenden Matrix offenbar gleich +2”a«a, ist, 
so muß a,=0 sein. Beachtet man noch, daß die Anzahl der Matrizen 
Ay, A7,A32,... gleich ist dem Quadrat ihres Grades, so erkennt man, daß 
jede Matrix des Grades 2” als lineare homogene Verbindung von X,, A), X2,... 
darstellbar ist. Daher erzeugen die Matrizen M,,M,,...M,, eine irredu- 
zıble Gruppe *). 


$ 22. Mit Hülfe der Matrizen M,,M,,...M,;„.ı gelingt es nun, 
eine Darstellung zweiter Art der Gruppe T, zu bilden. 


area? also n=2m-+1 oder 


Ich setze unter der Annahme, daß m = 5 


n=2m+2 ist, 
(55.) T,=a,,M, ,‚+b,M,, Q=1,2,...n—1) 


— 
——_ 


*) Diese Gruppe ist eine endliche Gruppe der Ordnung 2?"+!, 





26* 
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wo j' 
FREIEN: u. WrHl 
e Ya Yo+l 
ERDE rn Cie, (v=0,1,2,...) 
a u wen iVav +1 # v2» +3 
2y-+1 2 yv»+1 ’ 2y +2 Oyr +1 


sein soll; hierbei sind alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen. Es wird also 
3 1 ;y2 
T,=iM,, n=-—5M,+ Yöm,. = 7a Met EM, eh 
Die Größen a, und b, genügen den Gleichungen 


a H1=(-1N), 4b= > — 
Mit Hilfe dieser Gleichungen und der Formeln (51.) und (52.) verifiziert 
man ohne Mühe die Relationen 


(56.) =—E, T,T,,, + Ts 7=E, T,T,=—T;5T,, gan ee 


und hieraus folgt leicht 
(T,T,,)’=—E. 


Setzt man noch J=—E, so erkennt man, daß die Matrizen J, T,,T,,...7T,_, 
den die Gruppe T, definierenden Relationen (II.) genügen. Folglich er- 


n—1 
zeugen sie eine Darstellung von 7, durch Matrizen des Grades 0! el und 
da hier J=—E ist, so ist dies eine Darstellung zweiter Art. Ich bezeichne 
diese Darstellung im folgenden mit 4, und nenne sie die Hauptdarstellung 
zweiter Art der Gruppe T,. 

Daß die Darstellung 4, irreduzibel ist, erkennt man folgendermaßen: 
Da T,=iM, ist, so läßt sich offenbar jede der Matrizen M,, M,,... M;„ 
als lineare homogene Verbindung von T,, T5, ... T,_, darstellen. Wäre 
nun die durch die 7, erzeugte Gruppe reduzibel, so müßte auch die durch 
die M, erzeugte Gruppe reduzibel sein. Dies ist aber, wie wir gesehen 
haben, nicht der Fall. 
Die Gleichungen (56.) geben noch Anlaß zu folgender Betrachtung. 
Alleın unter Benutzung dieser Gleichungen kann man offenbar jedes Pro- 
dukt 7,7,T,... als lineare homogene Verbindung der 2""" speziellen Produkte 
7.) BD a an 
darstellen, wobei als Koeffizienten nur ganze Zahlen in Betracht kommen. 
Aus den Gleichungen (56.) läßt sich ferner keine lineare homogene Re- 
lation mit konstanten Koeffizienten zwischen den Produkten (57.) ableiten. 





URAN 
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In der Tat lassen sich doch die Gleichungen (56.) durch die Matrizen (55.) 
befriedigen. Unter den linearen Verbindungen der Produkte dieser Matrizen 
kommen aber, wie wir gesehen haben, die M, und folglich auch die 2” 
linear unabhängigen Matrizen (54.) vor. Ist nun n ungerade, so wird 
9» — 9”! und daher können in diesem Fall die 2” Produkte (57.) gewiß 
nicht linear abhängig sein. Ist n aber gerade, so denke man sich zu den 
Elementen 7,,T,,...7,_, noch ein weiteres Element 7, hinzugefügt und 
nehme zu den Gleichungen (56.) noch die Gleichungen 
#8) T=-—E, TA +LIı=B, T,I,=—-TT, a2... 
hinzu. Da nun, weil n-+1 ungerade ist, aus den Gleichungen (56.) und 
(58.) keine lineare homogene Relation zwischen den 2" Produkten 
Base, Meer ei aka ip 3 
folgen kann, so läßt sich a fortiori aus (56.) keine Relation zwischen den 
Produkten (57.) ableiten. 
Bezeichnet man nun die Produkte (57.) mit 
Id, As... Ay, 
so ergeben sich speziell aus (56.) Gleichungen der Form 


on—1 


A, T,= 2 1m A:: 


i=1 
wo die £@ gewisse ganze Zahlen bedeuten. Die Matrizen 
T.=(2) 

des Grades 2" erzeugen dann offenbar eine mit der Gruppe T, (einstufig) 
isomorphe Gruppe: 

Die Gruppe T, läßt sich als lineare homogene Gruppe des (Grades 
2"! mit ganzzahligen Koeffizienten darstellen. 

$ 23. Es soll nun der zu der Darstellung 4, gehörende (einfache) 
Charakter y(T) von Z,, den ich als den Hauptcharakter zweiter Art be- 
zeichne, berechnet werden. 

Ich schicke folgende Bemerkung voraus: Es sei X eine Matrix der 
Form zE+_x,P,, wo die P, Produkte 'gewisser * unter den Matrizen 
M,,M,,...M,, sind. Ebenso sei Y=yE+Zy,Q,, wo jedes Q, ein Pro- 
dukt von gewissen ! anderen unter diesen Matrizen ist. Hierbei soll keines 
der Produkte P, und @, gleich +E sein. Dann sind auch die Produkte 
P,@Q, sämtlich von +E verschieden. Daher sind nach den Ausführungen 


des $ 21 die Spuren aller Matrizen P,, Q,, P,Q; gleich Null. Da nun die 
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Spur der Einheitsmatrix E des Grades 2” gleich 2” ist, so ergibt sich, 
daß die Spuren der Matrizen X,Y, XY die Werte 2"”x, 2”y, 2" xy besitzen. 
Es sei nun P eine aus oe Zykeln bestehende Permutation (zweiter 
Art) der Form 
(59.) (1,2, ce; 
wobei wir 4, >>... annehmen. Dieser Permutation von &, entspricht 
auf Grund der in $ 11 getroffenen Festsetzungen in der Gruppe T, das 


Element 

P=0,0,**, 
wo 

C,= T, -ı T,—. T,, C,=T, +,—Tı4,—-2" Tıaı ... 

zu setzen und insbesondere für A,=1 unter ©, das Einheitselement E 
von 7, zu verstehen ist. Die Matrizen, die in der Darstellung 4, den 
Elementen P’ und Ü,, von T, entsprechen, mögen mit denselben Buch- 
staben bezeichnet werden. Ist nun n ungerade, also gleich 2m--1, so 
kommt My3„;ı In keiner der Matrizen (55.) vor und ist also, wenn die 
C,, durch die M, ausgedrückt werden, überhaupt nicht zu berücksichtigen. 
Ist aber n=2m+2, so kommt M,„;ı nur in 7,_, vor und ist daher nur 
dann in Betracht zu ziehen, wenn P der Zyklus (1,2,...n), also 

P=Talae2 
wird. Ferner drückt sich C', durch die Produkte der Matrizen M, ,M,,...M,_ı 
aus, ebenso C, durch die Produkte der Matrizen M, ,M,+1,--- My +1, USW. 
Auf Grund der oben gemachten Bemerkung erkennt man daher, daß, wenn 
die Spur von C,, gleich 2”c, wird, die Spur von P’ den Wert 2"c,c,--- erhält. 

Wir haben demnach nur die Spur eines Elements der Form 

= T,T, BEE PER 
zu berechnen. Es wird dann 
C=(a;_, M,;_,+ b; M,) (a;_2 M ,;_ +b;_, M ;-ı) + (G5_.—1 M ;_.-ı 22 b;,_„M ni 
Führt man hier die Multiplikation aus, so hat man, da es sich für uns 
nur um die Bestimmung der Spur von C handelt, allein diejenigen Glieder 
zu berücksichtigen, welche von der Form cE sind. Ist nun die Anzahl 
«+1 der Faktoren T, von ( gerade, so hat die verlangte Form nur das 


eine Glied 


2 2 2 
d;—ı b;_ı M 3—ı 433 b;_; M 3-3 I: b,_. M B—a* 


Die Spur von (Ü' wird dann wegen 
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Sur 
M=(-HE, «5, ET 


FL... 2. 
gleich 2 ®*. Ist dagegen «+1 ungerade, so wird die Spur von © gleich 


Null, es sei denn, daß n=2m --2 und 
C=T,,T,-2. 7, 
= (Gy, Mom + Bom+ı Mom+ı ) (Ben Mem_ı + Bm Mam)* "(a M, +b,M,)-b,M, 
wird. In diesem Fall enthält die Entwicklung von C das Glied 
Dom+ı Mamzı . Don Mom er b, M;: b, M, , 
das auf Grund der Gleichung (53.) gleich wird 
bbg + +bomsı E. 
Der hier auftretende Faktor hat den Wert 
;.) 3 ıV2 75 Vam+1 iVm+1 mtl 


2 v3 272 Hm Vom m 
Daher wird die Spur von Ü gleich 





at ymzi=lenE.r. 


Sind nun die Ordnungen 4,,4,,...4, der Zykeln der früher betrachteten 


Permutation P sämtlich ungerade, so wird die Spur 2”c 
Pa | 


a 
u — 


2 ” , und daher wird die Spur %(P’) der Matrix P gleich 


von C;,, gleich 


a 


Ist dagegen auch nur eine der Zahlen A, gerade, so wird x(P’) gleich Null 
mit Ausnahme des Falles, daß n gerade und ?=(1,2,...n) ist. Dann wird 


/ 


x(P')= Ki-1)?.3. 


Benutzt man nun die in $ 17 eingeführten Bezeichnungen, so ergibt sich: 
VII. Ist [a] eine Klasse ähnlicher Permutationen von ©,, die ın 


0, Zykeln ungerader Ordnung zerfallen, so wird für den Hauptcharakter zweiter 
Art x(T) von T, 
| 
Ka 4 un) 


Für ein ungerades n ist x(T) ein zweiseitiger Charakter. Ist aber n gerade, 
so ist x(T) ein nicht zweiseitiger Charakter, und es wird für die Klasse 
(n) der Zykeln n-ter Ordnung 
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für alle übrigen ungeraden Klassen (v) aber 
Ko =. } 

$24. Ist n ungerade, so haben wir noch, da x(7') ein zweiseitiger 
Charakter wird, die zu %(7) gehörenden einfachen Charaktere w(B) und 
w(B) von ®, zu bestimmen. Es genügt hierzu nach dem früheren, das 
Komplement d(B) =w(B)—w(B) von y(T) anzugeben. 

Um diese Aufgabe zu lösen, beachte man, daß für n=2m-+1 die 
Elemente 7,, T,, ... 7, , unserer Darstellung 4, die Matrix M,„,;. nicht 


enthalten. Da 
Mynzı M,=—M;, M om +ı (A=1,2,...2m) 


ist, so ergibt sich daher 
2m +1 T; Manzı =-—T,. 
Beachtet man noch, daß M3„,ı=E ist, so erkennt man, daß M,,., für 
die Darstellung 4, genau dieselbe Rolle spielt, wie die Matrix 4 für die 
in $ 16 betrachtete zweiseitige Darstellung. Um daher d(B) zu bestimmen, 
hat man nur für alle geraden Permutationen P die Spur der Matrix 
M,,„.;ıP' anzugeben. Wir können uns hierbei wieder auf die Permutationen 
P der Form (59.) beschränken. 
Da nun auf Grund der Gleichungen (51.) — (53.) 
Man+ı un +M, M,:+: Mon 
ist, so wird die Spur eines Produktes 
Man M.M;--- 
stets Null, wenn «,ß,... irgendwelche Indizes aus der Reihe 1,2,...2m 
bedeuten, deren Anzahl kleiner als 2m ist. Hieraus folgt leicht, daß My. 
die Spur Null hat, wenn P nicht der Zyklus (1,2,...n) ist. In diesem 
Fall wird aber wieder 
P=L,. TI. 7ı 
= (Gym Mom + Dem Man) (Am Mam_2+ Bem-ı Mami) *** (a Mi + 6, M,)-b,M,, 


und die Spur d(P’) von M,3„.ıP wird gleich der Spur von 


Meu-+ı a Dem Mm * Dem Mom" -b,M,-b,M, =bjb,..- Dem E, 
also gleich 


n—1 


2m ddr ++ Don = IT V2m +1 = Ve 1)? n. 











Sehur, Darstellung der symmetrischen und alternierenden Gruppe durch Kollineationen. 205 


Benutzt man wieder die Bezeichnungen des $ 17, so kann man 
folgende Regel aufstellen: 

VII* Ist n eine ungerade Zahl, so wird für das Komplement d(B) 
des Hauptcharakters zweiter Art 





n—1 
im=li-y? n, In. 

Hierbei bedeutet (n) wieder die Klasse der Zykeln n-ter Ordnung von ©, 
und (v) irgendeine von (n) verschiedene (gerade) Klasse. 

$ 25. Der in $ 22 gegebene Beweis für die Irreduzibilität der Dar- 
stellung 4, stützt sich auf die Betrachtung der Matrizen (54.). Es soll 
hier noch ein anderer Beweis angegeben werden, der nur von dem uns 
jetzt bekannten Charakter %(T) der Darstellung /, Gebrauch macht. Wir 
werden hierbei auf eine Klasse von symmetrischen Funktionen geführt 
werden, die für unsere ganze Untersuchung von wesentlicher Bedeutung ist. 

Man hat, um die Irreduzibilität von 4, nachzuweisen, nur zu zeigen, 
daß x(T) ein einfacher Charakter ist, und hierzu genügt es, sich zu über- 
zeugen, daß für die Zahlen x%, und x%,, die Gleichungen (39.) und (42.) 
des $ 17 erfüllt sind. Die Gleichung (42.) kommt nur für ein gerades n 
in Betracht und ist unmittelbar zu verifizieren. Es handelt sich also nur 
um die Gleichung 


n! 
y a 
ns huka ) 


a 2°’ 
wo hier & gleich Null oder Eins zu setzen ist, je nachdem n ungerade 
oder gerade ist. Wenden wir dieselben Bezeichnungen wie im $ 17 an, 


so wird nach Satz VII für ein gerades n 


44a ++ —2 
2 





Air RR 5 
und für ein ungerades n 








+0 ++ —1 
NEE i 
Die zu beweisende Gleichung lautet daher 
n! gat+at—e—1 n! 
1% a,! 3% o,! 2° 


oder einfacher 
(60.) BT u 


wo die Summen über alle ganzzahligen (nicht negativen) Lösungen «,, @,,... 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 3. 27 
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der Gleichung 
a, +3, + e=n 
zu erstrecken sind. 


Um die Richtigkeit der Formel (60.) nachzuweisen, betrachte ich 


die rationale Funktion 
fl) = (1+212)(1 +2): -(1+ 22) 
(1—2,2)(1—232)---(1— 2,2) 
der Variabeln 2; hierbei sollen auch &,, %, ... x, Variable bedeuten. 
Entwickelt man /(z) nach steigenden Potenzen von 2, so möge sich 
@)s1l+q:tpt- 
ergeben. Dann lassen sich 1, 9a; -.. folgendermaßen berechnen: Man setze 
geutmt ta, 





dann wird 


1re, ya u. 
log f(2) = = log pe im 2 z(7 ++ ..) 
28; 25; 3 
me 
1 3 
und folglich 
Es 2s v 
— else) _ „> _ (TI a, 
Ka)=e a et ) 
Dr v! 28, \%ı / 25; \%s re 
ri ,a!az!--- e 3) 1, Be 
Hieraus ergibt sich aber 
e,t+a+ 
(61.) An = Zee wu: s7' Sgier* o (a+3a,t + =n) 
Wird nun speziell 
a=l, % =), =t, 
so erhält man 
yes = ere—=l 
und wegen 
it tt 


noch ,=2. Setzt man diese Werte für s,,85;,... und g,„ in (61.) ein, 
so ergibt sich die zu beweisende Formel (60.). 


Abschnitt VI. 
Über die Gruppen ,,,,...,,. 


826. Um mit Hilfe des im vorigen Abschnitt gewonnenen Cha- 
rakters auch die übrigen einfachen Charaktere zweiter Art der Gruppe T, 
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zu berechnen, müssen wir eine spezielle Klasse von Untergruppen dieser 
Gruppe genauer studieren. 
Es seien v,,”,,...v,„ positive ganze Zahlen, deren Summe gleich 


n ist. Man bezeichne mit 8, eine Permutation von &,, die nur die v, 


Ziffern 
yıt'*++v,-iıtl, Yyıt + +v.’+t2; E y, + +9, tr, 


untereinander vertauscht. Dann bilden die »,!»,!...»,! Permutationen der 
Form 8,8,...8, eine Untergruppe ©,,,,..,, von ©,, ferner bilden die 


er 


geraden unter ihnen eine Untergruppe „ der Ordnung sv Iyg!...v !*). 


YıyYayr+. V 
Bezeichnet man mit ©, die symmetrische Gruppe der v,! Permutationen S,, 


so erscheint 6, ‚,,,...,, als das direkte Produkt der m Gruppen &, ‚©,,,...©,,. 


m 


Zu jeder Permutation P von &, „, 


‚„ gehören in der Gruppe T, zwei 
Elemente P’ und JP’, und die sich auf diese Weise ergebenden 2. »v,!»,;!-..v ! 


m 


Elemente bilden eine Untergruppe T, „ von T,. Ebenso entsprechen 


a9.Yy 


von ©, in der Gruppe T, Unter- 


— 


den Untergruppen X, ,,,...,, und © 


Nm Va 


gruppen ®, „,,...., und T, , deren Ordnungen die Zahlen »,!v,!-.»» ! und 2: »,! 
sind. Die Gruppe T,, ist hierbei nichts anderes als die von uns studierte 
Darstellungsgruppe der symmetrischen Gruppe mit v, Vertauschungsziffern. 

Die Gruppe T,,,,,..,, kann als abstrakte Gruppe folgendermaßen 
definiert werden. Man betrachte die m (abstrakten) Gruppen T, , T,,....T,, 
und mache die Festsetzungen: 


a) Die in diesen m Gruppen enthaltenen (dem Element J von T, ent- 
sprechenden) invarianten Elemente sollen einander gleich sein und mit J 
bezeichnet werden; 


b) sind R, und R, zwei Elemente der Gruppen T,, und T,,, so 


soll R,R,=R,R, sein, wenn R, in der Untergruppe ®,, von z,, oder R, in 
der Untergruppe ®,, von Z,, enthalten ist, dagegen soll, wenn weder das 
eine noch das andere der Fall ıst, R,R,=JR,R, sein. 

Dann erzeugen die Elemente von _ E0Re ARE D, via die Gruppe T, ,....,,. 
und jedes Element dieser Gruppe läßt sich als Produkt R,R,..-R, dar- 
stellen, wo R, ein Element von T, bedeutet. Hierbei werden aber je 


2"! dieser Produkte einander gleich, Die Untergruppe ®, ,..,,, von 


ver 





*, Der Fall », =»;,=:::-=m=1 ist hierbei auszuschließen. 


27° 
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T,,,.,,...,„ wird ferner dadurch erhalten, daß man nur diejenigen Produkte 
R,R,--- R, betrachtet, in denen die Anzahl der Faktoren R,, die nicht 
in den zugehörigen Gruppen ®, vorkommen, gerade ist. 

Im folgenden schreibe ich für 7, ‚,,,...,, und ®, ,,,...,, Kürzer T und ®. 
Die Elemente von 8 bezeichne ich mit B und die Elemente von %, die 
nicht in ® enthalten sind, mit ©. Ebenso soll ein Element von T,, mit 
B, oder €, bezeichnet werden, je nachdem es in ®,, vorkommt oder nicht. 

$ 27. Ich will nun die Darstellungen der Gruppe T durch homogene 
lineare Substitutionen (Matrizen) genauer untersuchen. 

Entspricht in einer solchen Darstellung # dem Element J von T 
die Matrix + E, so bezeichne ich wieder 4 als eine Darstellung erster oder 
zweiter Art, je nachdem hier das obere oder das untere Zeichen auftritt. 
Aus jeder Darstellung geht auch hier, wie früher bei der Gruppe T,, eine 
zweite Darstellung 4’ hervor, indem man die Matrizen von 7, die den 
Elementen von 3 entsprechen, ungeändert läßt, dagegen die übrigen 
mit —1 mutipliziert. Die Darstellungen 4 und 2’ nennen wir wieder 
assoziterte Darstellungen; sind insbesondere 4 und 4’ einander äquivalent, 
so soll 4 eine zweiseitige Darstellung heißen. Man zeigt nun ebenso, wie 
in $16 bei der Betrachtung der Gruppe T,, daß sich für jede irreduzible 
zweiseitige Darstellung / von T eine Matrix H angeben läßt, welche die 
Darstellung 4 in die ihr assoziierte Darstellung transformiert und außerdem 
der Bedingung H?=E genügt und die Spur Null besitzt. Entspricht in 
4 die Matrix B einem Element der Untergruppe 8 von T und sind £(B) 
und n(B) die Spuren der Matrizen B und HB, so erhält man wieder zwei 
einfache Charaktere w(B) und w(B) von ®, indem man setzt 


v(B)= S[&(B)+n(B)], FB)=S[EB)-nB)]. 
Die Zahlen n(B)=w(B)—w(B) nenne ich wieder das Komplement des Cha- 
rakters Z(R). 

Es soll nun gezeigt werden, daß man eine irreduzible Darstellung 
zweiter Art der Gruppe X bestimmen kann, sobald man nur eine solche Darstellung 
für jede der die Gruppe % erzeugenden Gruppen T, ,T,,,...T,, kennt. 

Man habe nämlich für die Gruppe T, eine irreduzible Darstellung 
zweiter Art 4, des Grades f,, zu der der Charakter y'®(R,) von T,, ge- 
hört. Die Matrizen, die in /, den Elementen B, und CO, von T,, ent- 
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sprechen, mögen mit B, und C©, bezeichnet werden. Ist 4, insbesondere 
eine zweiseitige Darstellung, so sei H, eine Matrix, die 7, in die assoziierte 
Darstellung transformiert und der Gleichung H?=E, genügt, wo E, die Ein- 
heitsmatrix des Grades f, bedeutet. Die Spur von H, ist dann Null und 
es Ist 
(62.) | H,B,=B,H,, H,C,=-C.H,. 
Ist, noch d“®(B,) die Spur der Matrix H,B,, so bilden die Zahlen 0 (B,) 
das Komplement des Charakters y'®”(R,) (vgl. $ 16). 
Unter den m Darstellungen 4, seien r zweiseitig und m—r=s nicht 
zweiseitig. Der Einfachheit wegen will ich annehmen, daß 4,,.4,,...4, die 


ER . $ 
r zweiseitigen Darstellungen seien. Man setze nun {=[3]. so daß also 


s=2t oder s=2t-+1 wird, und bestimme nach den Vorschriften des $ 21 
die Matrizen M,,M;,,...M,,, des Grades 2. Ist dann 
F,=ıM,, R,=M, F,=1iM,, ... Fa=1M., Far = Ma;ı 
und bedeutet F, die Einheitsmatrix des Grades 2%, so wird auf Grund der 
Formeln des $21 
F=F, F,F,=-F;F,, FaıFfa FF, ='F,. 
Es wird also insbesondere 


(63.) F uf RF=t"F, 
für ein gerades s und 
s—1 
(64.) FF, + ARF=i'’F, 


für ein ungerades s. 
Um nun eine Darsteflung zweiter Art der Gruppe T zu erhalten, 
setze ich unter Benutzung der in $ 21 erläuterten Bezeichnungen 


B,=F, x E, xXee.X E.-ı x B, x Eoası xere.X TR (a=1,2,...m) 
und ferner 


F, = FF, %O, X E,x. x E_”,X E,xE,,1ı XE,12X °- xE 
I, =F, xH,x (,x-- x E_,1XE,xEnXE,eX: + xE,,, 


E, _y A xH,xH,x--- x H_”,Xx O,xXE,,XE,2X + xE 
"af, xH,xH,x «x H_,xH,x(,1XEur X: xE 
T.=F_xH,xH,x-- xH_\xH,xE,.,xX 02x --xE 


.. xH,.4xH,x E,+1 xE,;: x ..». 
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Man erkennt nun auf Grund der Gleichungen F? =F, und H?=E, zu- 
nächst, daß für jedes « die Matrizen B, und 7‘, ebenso wie das für die 
Matrizen B, und C, der Fall ist, eine Darstellung zweiter Art von T,, bilden. 
Wegen der Gleichungen F,F,=—F,F, und der Gleichungen (62.) ergibt 
sich ferner für &+ß 

R,B,=B,B,;, B,\T,=T,B,, T,T,=—-T,T,. 
Hieraus folgt aber leicht, daß die Matrizen 
BITTE 
eine Darstellung zweiter Art der Gruppe T erzeugen. Der Grad dieser 
Darstellung ist gleich Af,fg---f.. 

$28. Es soll nun der zu der eben gewonnenen Darstellung ge- 
hörende Charakter {(R) von T berechnet werden, d. h. es soll, wenn dem 
Element R von T die Matrix P entspricht, die Spur {(R) von P ange- 
geben werden. 

Man beachte hierzu, daß die Spur einer Matrix X, x X, x ++» gleich 
ist dem Produkt der Spuren der Matrizen X,,X,,... und daß die Spuren 
der Matrizen 

FF... FF, BF. FF, BF. BR. FBF. Fi 
für ein gerades s sämtlich verschwinden und für ein ungerades s alle mit 
Ausnahme der letzten gleich Null sind (vgl. $ 21). Die Spur von F,F,_ ,---F, 

s—1 


wird aber (für ein ungerades s) wegen (64.) gleich (2) *. Außerdem sind die 
Spuren von B,,0,,H,C, nach Voraussetzung gleich y'®(B,) ,x'”(C,), '”(B,) 
und für @=1,2,...r die Spuren von H,,C, und H,C, gleich Null. 

Auf Grund dieser Bemerkungen beweist man leicht: 


a) Ist s ungerade, so wird 


s—1 


(65.) S(B, B,..-B„)=2 : x” (B,)x” (B,)-- .x"®(B„); 


s—1 
(66.) (Bi B,0,,10,,,)= (20)? IPB). (B)gHP (O,,1)+ +49 (O,4,) 
und C(R)=0, wenn das Element R von T nicht von der Form B, B,-:- B,, oder 


Be +++ B,C, 21 O,,, ist. 
b) Ist s gerade, so wird 
(97) BB Bo)=2° 20 (B)y®(B,)-+2”(B,) 
und {(R)=0, wenn R nicht die Form B,B,---B, hat. 
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Hieraus folgt insbesondere, daß 5(R) für ein gerades s ein zwei- 
seitiger und für ein ungerades s ein nicht zweiseitiger Charakter ist. 
Berücksichtigt man noch, daß für e<r 
2x” (B.)xX” (B2')= 20% (B,)0®(B,) =2.9,| 
und für &>r ; : 
270 (B.) 29 (Ba) = 279 (0) (02) =r., 


wird*), so beweist man ohne Mühe die Gleichung 
ZG(R)L(RT)=2:v,!v,l...n,!. 


Daher ist S(R) ein einfacher C'harakter, die von uns hergestellte Darstellung 
der Gruppe T also irreduzibel. 

Ist s eine gerade Zahl, also {(R) ein zweiseitiger Charakter von %, 
so haben wir noch das Komplement n(B) dieses Charakters anzugeben. 


Um diese Aufgabe zu lösen, müssen wir nach dem früheren eine 


Matrix H des Grades 2? /, f,.../„ kennen, die unsere Darstellung der Gruppe 
T in die assozlierte Darstellung transformiert und der Gleichung H?=E 
genügt. Diese Eigenschaft besitzt aber in unserem Fall die Matrix 
H=F,1xH,xH,x..- x H,xE,.XE,2X. xE,,. 
Dies folgt unmittelbar aus den leicht zu beweisenden Gleichungen 
H’=E, HB,=B,H, Hl, =—1I'H. 

Wir haben die Spur n(B) der Matrix HB zu berechnen, wenn die 

Matrix B in unserer Darstellung dem Element B der Untergruppe ® von T 


entspricht. Beachtet man nun, daß die Spuren der Matrizen 

H,, C,; HC, Paris Fr F, ri ers >x>i>) 
sämtlich Null sind, abgesehen von der Matrix F,,,F,...F,F,, die nach 
(63.) die Spur (2i)* hat, so erhält man ohne Mühe die Regel: 


Hat B nicht die Form B, +--B,C,,1**C,,,, so ist n(B)=0, dagegen ist 
(68. ) n(B, +B,C,;ı Per RR ) v. (2?) e I®(B,) re I B,) PRAIC, +1 ) Pe” 7 ie (U, ). 
$29. Ich behandle nun insbesondere den für das folgende wich- 


tigen Fall, daß x der im vorigen Abschnitt bestimmte Hauptcharakter 
zweiter Art der Gruppe T,, ist**). 


*) Vgl. die Formeln der $$ 14—16. 
*) Ist v =1, also T,, =E+J, so hat man X®9(E)=1. y9(J)=—1 zu setzen. 
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Verstehen wir wieder, wenn P eine Permutation von ©, ist, unter 
P’ das nach den Vorschriften des $ 11 zu fixierende Element von T,, so 
haben wir die Zahlen &(R) nur für die Elemente R= P’ anzugeben, die 
den Permutationen P? der Untergruppe &,,,,,...,, von ©, entsprechen. 

Ist nun P, eine (gerade) Permutation von ©, , die in o, Zykeln 
ungerader Ordnung zerfällt, so wird in unserem Falle nach Satz VII 


| 


op) = al i 
Für ein gerades v, wird ferner x” ein nicht zweiseitiger Charakter, und 
es ist, falls Z, einen Zyklus der Ordnung v, von &,, bedeutet, 





x (Z,) = I 1)°.5- 
Ist dagegen v, ungerade, so ist x” ein zweiseitiger Charakter; dann wird 


noch, wenn Y, ein Zyklus der Ordnung v, von &,, ist, nach VII* 





Yaıı 


vory)=+len .. 
wobei das obere oder das untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem 
Y, in der alternierenden Gruppe X, dem Zyklus 
(9.) ++ +7, +1 rm ++ +trnt23 .. nt + trat re) 
konjugiert ist oder nicht (vgl. $ 17 und 24). Für alle hier nicht er- 
wähnten Permutationen S, von S,, ist x®9(&)=0, bzw. !®(S)=0 zu 
setzen. 


a)» 


Ich nehme nun an, es seien unter den m Zahlen v,,v,,...v, die 
ersten r ungerade, die folgenden m—r=s gerade, und zwar sollen die s 
geraden Zahlen nach abnehmender Größe geordnet sein. 


Ist dann s ungerade, so wird auf Grund der Formeln (65.) und (66.) 
s—1 o,—1 .—i %+1-2 %+3—2 


PR. Put te u ° 


1 
gli tat tom —m—1] 








und 





AY;-- -YIZ,, vr 24)= (20) Le 


Ebenso wird für ein gerades s wegen (67.) und (68.) 
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8 o,—1 0,—1 %+ı72 9,432 


C(PiP;...P/)=2?.2 AST 2 227 0: Pu Te un 


1 
[l0, +0+*+0.,— m] 


= 2° 








und 








;y 03, jete y.y u 
(+, ZZ.) (2r)’ (—1) v 3 2 PR bike... 








-+ Yo 2. Y Varta: 

In beiden Fällen sind die Vorzeichen bei den Quadratwurzeln*) so zu 
fixieren, daß das obere oder das untere Zeichen gewählt wird, je nachdem die 
Anzahl der Indizes g, für welche der Zyklus Y, in A, dem Zyklus (69.) 
nicht konjugiert ıst, gerade oder ungerade ist. Ferner ist für alle Elemente 
R von %, für die weder R noch JR von der Form P/P}-.-P/, oder von 
der Form Y}--- Y/ Z/,,---Z/,, ist, S(R)=0 zu setzen. Ebenso wird n(B)=0, 
wenn weder B noch JB die Form Y;---Y! Z/,, --Z/,, hat. 

Beachtet man noch, daß stets 

S(JR)=—£(R), n(JB)=—n(B) 

sein soll, so erscheint der Charakter {(R) und für ein gerades s auch sein 
Komplement n(B) als vollständig bestimmt. 

$ 30. Unser Resultat kann, soweit es für das folgende von Wichtig- 
keit ist, noch wesentlich einfacher ausgesprochen werden. 

Man setze «u gleich Null oder Eins, je nachdem s oder, was das- 
selbe ist, n— m gerade oder ungerade ist. Dann ist für jede Permutation 
P von &, ,,..,,, We ın o Zykeln ungerader Ordnungen zerfällt 


. u 

(P})=2 ° 
Sind ferner die Zahlen »,,»,,...v,„ nicht sämtlich voneinander ver- 
schieden, so ist für jede Permutation Q@ von &, ,,..,,, die in Zykeln 


von untereinander verschiedenen Ordnungen zerfällt, falls @ ungerade 
ist, S(Q)=0 und, falls «=0 und Q gerade ist, n(Q’)=0. Sind 
aber die Zahlen ”,, v,, ... v, voneinander verschieden, so tritt eine 
Ausnahme ein für diejenigen Permutationen Q von &,,,,...,,, die in m 
Zykeln der Ordnungen »,,”,,...v, zerfallen, und zwar wird dann, wenn 
u=1 und Q@ ungerade ist, 





*) Unter Y(— 1)*p verstehe ich, wenn p reell und positiv ist, die Zahl ip. 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 3. 28 
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wıry n—m+1 od 
= Yon en 

und, wenn «=0 und @ gerade ist, 
— + Y-y® en 


In der letzten Formel ist das Vorzeichen folgendermaßen zu fixieren: Es 





seı 58 die Permutation 
(70.) (1,2,...9,) (rn +1,vr, +2,...v, +9)» 

(vr, +++. 1tl, rn ++ traıt?2;: --- Hr te tra tra) 
und 5’ das zugehörige Element von T,; dann hat man das obere oder das 
untere Vorzeichen zu wählen, je nachdem ©’ und 5’ in bezug auf die 
Gruppe 8, einander konjugiert sind oder nicht. 

Die Richtigkeit dieser Regeln ergibt sich ohne Mühe, wenn man 
die Festsetzungen und Ergebnisse des Abschnitts III genau berücksichtigt. 

Insbesondere erhält man das für den nächsten Abschnitt wichtige 
Resultat: 

Sind R und S zwei Elemente von T,,,,,....,,;, denen in der Gruppe 
Syn... Fermutationen zweiter Art entsprechen, so ıst S(R)={($), sobald 
nur R und S konjugierte Elemente der Gruppe T, sind. Ebenso istn(R)=n(S), 
wenn den Elementen R und S Permutationen dritter Art entsprechen und 
die Elemente R und S in bezug auf die Gruppe ®, einander konjugvert sind. 


Abschnitt VII. 
Einführung des Begriffs der Charakteristik. 
$ 31. Mit Hilfe des in $ 29 bestimmten Charakters {(R) von 


T, ,».,...„„ Können wir einen Charakter zweiter Art für die Gruppe T, angeben*), 

Ich benutze hierbei folgenden Satz des Herrn Frobenius**): 

„Es sei $ eine endliche Gruppe der Ordnung h, und es sei das 
Element R von $ mit h, Elementen konjugiert. Ist dann ® eine Unter- 
gruppe der Ordnung g von $ und ist I(R) ein (einfacher oder zusammen- 
gesetzter) Charakter von &, so erhält man einen Charakter y(R) von 9, 
indem man 





*) Die in diesem Paragraphen durchgeführte Überlegung schließt sich aufs 
engste an die von Herrn Frobenius bei der Bestimmung der Charaktere der sym- 
metrischen Gruppe benutzte Methode an. 

**, Über die Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und denen 
ihrer Untergruppen“, Sitzungsberichte der Kgl, Preuß. Akademie, Berlin, 1908, S. 501. 
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Ki 
(71.) y(R)= 299) 


setzt; hierbei ist die Summe über alle A, Elemente S von 9 zu erstrecken, 
die dem Element R konjugiert sind, und (5) gleich Null zu setzen, wenn 
S nicht in © enthalten ist.“ 

Es sei nun hier $ die Gruppe T, und & die Gruppe T, ‚,,,...,,, ferner 
bedeute $(R) den oben erwähnten Charakter {(R) von T, ,,,..,,; Wird 


dann der zugehörige Charakter y(R) von T, noch mit $(R) bezeichnet, 
so ist zunächst, da £(J)=—{L(E) ist, 


= EN-—EE)-—8(E). 


Daher ist $(R) ein Charakter zweiter Art von T,. Wir haben also die 
Zahlen $(R) nur für diejenigen Elemente R von T, anzugeben, denen in 
©, Permutationen zweiter Art entsprechen. Ist nun aber P eine solche Per- 
mutation, so nimmt, wie wir in $ 30 gesehen haben, (5) für alle Ele- 


mente 5 von 7, , die in Z, dem Element R=P’ konjugiert sind, 


denselben Wert an. Bedeutet daher g,, die Anzahl dieser Elemente von 
T, ,n......„., 50 wird, wenn S ein beliebiges unter ihnen ist, 
sp) = ae rS). 
Hierbei ist, wenn 9» =0 wird, auch $(P’)=0 zu setzen. 
Nun soll doch aber P eine Permutation zweiter Art sein. Daher gibt 
(vgl. $ 6) A» =hr zugleich die Anzahl der zu der Permutation ?P ähnlichen Per- 
mutationen von ©, an; ferner ist g»=gp die Anzahl derjenigen unter diesen 


Permutationen, die in ©, „ vorkommen, und außerdem wird hier 


PIERER 7 
h 2n! = n! 
g 2v, lvo! nm! v,!»v,! Yon 
Die Zahlen 
n! P 
EEE. EIERN 


hat aber bereits Herr Frobenius*) bestimmt: Besteht die Permutation P 
aus A, Zykeln der Ordnung 1, ferner A, Zykeln der Ordnung 2, usw., so wird 


i,! 1,! 
TE ala 





*) „Über die Charaktere der symmetrischen Gruppe“, Sitzungsberichte der 
Kgl. Preuß. Akademie, Berlin, 1900, S. 516. 


28° 
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wo die Summe über alle nicht negativen ganzen Zahlen A,,4s,... zu er- 
strecken ist, die den Bedingungen 


yahıt Apter, Ad + Ant er, ... 

Yyy=klıt 2A t°, d-iat2in tt, 

‘ genügen. Haben diese Gleichungen keine Lösung, so ist c»=0 zu setzen. 
Unter Benutzung der in $ 17 eingeführten Bezeichnungen können wir 

nun den Charakter $(T) von T, folgendermaßen kennzeichnen: Gehört die 

Permutation P der Klasse 


[e]=[e,,0,...] 


an, so wird 
Ga m— u 


(72.) &(P’) =$, =(,'2 5 . (o„=a,-+ay+:-) 
wo u wie früher, Null oder Eins ist, je nachdem n—m gerade oder ungerade 
st, und c, die Zahl 


a! . 3! ... 
Rılyal°- Azılag!--- 
bedeutet. Die Summation ist hier über alle Lösungen der Gleichungen 
ul tr Ant, Bug Ag, 
Yyy,=0ı + 3a, tr, dt t3ag +, ... 
zu erstrecken. Lassen diese Gleichungen keine Lösung zu, so ist c,=0 zu setzen. 
Ist ferner u=0 oder sind v,,Y,,...v, Nicht untereinander verschieden, so ist 
für alle ungeraden Permutationen P die Zahl &(P’) gleich Null. Ist aber 
u=1 und sind außerdem v,,v.,...v,„ voneinander verschieden, so ist noch, 


wenn @Q eine Permutation der (ungeraden) Klasse 


(v)= (9 ,925...9) 








o=-.)=23 


ist, 





m-+1 , 
— 99a’ dm 
ne A 


N-in- en? "ns 
Für alle übrigen ungeraden Klassen (A) hat man wieder &,=. 

Wir erkennen zugleich, daß $(T) für u=0 ein zweiseitiger Charakter 
ist. In diesem Fall haben wir noch ein Komplement J(B) von &£(T) an- 
zugeben. Hierzu genügt es, zwei adjungierte (einfache oder zusammenge- 
setzte) Charaktere w(B) und w(B) von 8, zu kennen, deren Summe der 
Charakter $(B) von %, ist, und d(B)=w(B)—w(B) zu setzen. 

Um diese Aufgabe zu lösen, wähle man in dem oben erwähnten 
Satz des Herrn Frobenius für 9 die Gruppe ®, und für & die Gruppe 
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B,,..,...,, und setze in (71.) für 9 die beiden dem Komplement »; des von 


uns betrachteten Charakters Z von T entsprechenden Charaktere 


Sr TIRr Yıy 


SIEB) + n(B)], STECB)—n(B)] 
von B, ,.,.„. Dann erhält man, wie leicht zu sehen ist, in den zu- 
gehörigen Charakteren y zwei adjungierte Charaktere w(B) und w(B) von ®,, 
welche die verlangte Eigenschaft besitzen. Die Differenz d(B)=w(B)—y (B) 
kann auch direkt dadurch erhalten werden, daß man in (71;) für 9 den 
zusammengesetzten Charakter 7 von ®, ,,,...,, einsetzt. 

Auf Grund der in $ 30 erwähnten Eigenschaften der Zahlen n(B) 
ergeben sich ohne Mühe folgende Bestimmungsregeln für die Zahlen d(B): 
Zunächst st stets O(JB) =—6d(B). Sind ferner die Zahlen v,,v;,...rv, nicht 
sämtlich voneinander verschieden, so ist Ö(B)=0 für alle Elemente B von 
B„. Sind dagegen v,,Vs,... v, voneinander verschieden, so ist, wenn () eine 
Permutation der (geraden) Klasse 

(v)= (N 3925... 9u) 


von ©, bedeutet, 





KEN) ? ern: 
hierbei hat man das obere oder das untere Vorzeichen zu wählen, je nachdem 
Q in der alternierenden Gruppe U, der Permutation (70.) des $ 30 konju- 
gteert ist oder nicht. Für alle übrigen (geraden) Permutationen P ist wieder 
d(P’)=0 zu setzen. 

$ 32. Der im vorigen Paragraphen bestimmte Charakter &(7T) von 
T, läßt sich wesentlich einfacher kennzeichnen, wenn man von den in 
$25 definierten symmetrischen Funktionen g, Gebrauch macht. Ich führe 
zu diesem Zweck einen neuen Begriff ein. 

Man bezeichne wie früher mit s, die 4-te Potenzsumme der r Variabeln 
%,%g,...2, (r>n). Isty(T) ein beliebiger (einfacher oder zusammengesetzter) 
Charakter zweiter Art von %, und setzt man, wie in $ 17, wenn P eine 
Permutation der Klasse [@] von ©, ist, die in «, Zykeln der Ordnung 1, 
ferner @; Zykeln der Ordnung 3 usw. zerfällt, 


DET Et 
so nenne ich den Ausdruck 


+ a3 +. 
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die zu dem Charakter y(T) gehörende Charakteristik. Hierbei ist die Summe 
über alle Lösungen «a,,«&,... der Gleichung 
n=0,+30+*-- 


zu erstrecken. Ich schreibe auch, indem ich die Bezeichnungen 


1 
Zu ER (a) __ o0ı 
alarieı usa Bu 2125275. 97,, st rar 





einführe, kurz 


On 


= 22°” A, 2.8, 
wo die Summation also über alle v, Klassen [«@] zu erstrecken ist. Ins- 
besondere wird, wie noch bemerkt sei, h=n!A, die Anzahl der Permu- 
tatıonen der Klasse [«]. 

Ist y(T) ein zweiseitiger Charakter, so nenne ich & eine zweiseitige 
Charakteristik. Ebenso soll & eine einfache Charakteristik heißen, wenn 
z(T) ein einfacher Charakter ist. 

Durch den Ausdruck & ist umgekehrt der Charakter 4(T) nur 
dann vollständig bestimmt, wenn x%(T) ein zweiseitiger Charakter ist. Im 
andern Falle hat man außer den Zahlen y,, die durch die Koeffizienten 
der Funktion & von s\,8;,... bestimmt werden, noch die Zahlen %,, zu 
kennen, die den ungeraden Klassen (v) entsprechen (vgl. $ 17). Ist ferner 
z(T) ein zweiseitiger Charakter und will man noch ein Komplement J(B) 
von %(T) angeben, so hat man noch die Zahlen d,, zu kennen, die zu 
den geraden Klassen (v) gehören. In beiden Fällen wird also der Charak- 
teristik $ ein System von gewissen Zahlen y,, zugeordnet, die entweder den 
ungeraden oder den geraden unter den v, Klassen (v) entsprechen. Das System 
der Zahlen y,, bezeichne ich als ein Komplement der Charakteristik $. Läßt 
man, wenn %(7) ein nicht zweiseitiger Charakter ist, an Stelle von x(T) 
den assoziierten Charakter treten, oder wählt man, wenn x(T) ein zwei- 
seitiger Charakter ist, an Stelle des Komplements d(B) das Komplement 
—0J(B), so bleibt & ungeändert, während y,, durch —y,, ersetzt wird. 
Die beiden Komplemente y,, und —y,, bezeichne ich als entgegengesetzte 
Komplemente. 

Kennt man zwei Charakteristiken > und &’vonT, und sind a und a 
zwei beliebige ganze Zahlen, so ist auch ?=aP-+a’P’ eine Charakteristik. 
Sind noch zwei Komplemente y,, und y,, von & und 4’ bekannt, so kann 
man, wenn & und &’ beide zweiseitig oder beide nicht zweiseitig sind, die 


[4 
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Zahlen ay,„,+a’y,, als ein Komplement der Charakteristik % ansehen. 
Ist dagegen etwa & nicht zweiseitig und &’ zweiseitig, so ist 7 eine nicht 
zweiseitige Charakteristik, für welche die Zahlen ay,,, ein Komplement bilden. 

Besteht ein Komplement einer zweiseitigen Charakteristik ® aus 
lauter Nullen, so sage ich kurz, & habe das Komplement Null. Offenbar 
kann, wenn & eine beliebige Charakteristik ist, der Ausdruck2$P=b+& als 
eine zweiseitige Charakteristik mit dem Komplement Null angesehen werden. 

Da man insbesondere, wenn & irgendeine Charakteristik mit einem 
Komplement y,, ist, auch —&$=0 als eine Charakteristik auffassen kann, 
für welche die Zahlen „„—(—7.,) =27,, ein Komplement bilden, so lassen 
sich für jede Charakteristik unendlich viele Komplemente angeben. Mit 
Hilfe der Formeln des Abschnitts IV beweist man aber leicht: /st & eine 
einfache Charakteristik, so gehören zu D nur zwei entgegengesetzte Komple- 


mente, für die 

n 

9: 

wird. Hierbei bedeutet 7,, die zu 7„, konjugiert komplexe Zahl, ferner 


= Ar Ar ums 
zu ha} (v)/(l) 


ist unter e die Zahl Null oder Eins zu verstehen, je nachdem & eine zwei- 
seitige Charakteristik ıst oder nicht; h,, ist die Anzahl der Permutationen 
der Klasse (rv)*). 

$ 33. Bedeutet insbesondere %(T) den Hauptcharakter zweiter Art 
der Gruppe T,, so wird, wenn jetzt &, wie in $ 25, gleich Null oder Eins 
gesetzt wird, je nachdem n ungerade oder gerade ist, 


= 2 
Ferner läßt sich die in $ 25 eingeführte Funktion g,„ in der Form 


Ox +1+e& 


‚ (a) b) 2 (a) 
(73.) nF z2°4,s” =22 r A,XaS 


\ l-+e 
schreiben. Hieraus folgt aber, daß der Ausdruck 2 ° q„ die zu dem 
Hauptcharakter zweiter Art gehörende Charakteristik darstellt. 


Allgemeiner betrachte man das Produkt 


Ir, ah Ir: , tr + + +r.,=m 


Dieser Ausdruck ist gleich 


*), Vgl. die Formeln (42.) und (43.) des $ 17. 
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[2 _ (Te ET Re. 
Tata! 1 3 I 
wo die Summationsindizes den Bedingungen 
vl td, tr, gut t dog, 
zu unterwerfen sind. Wird nun 
Hal role t tr, Buly tlgt 
gesetzt, so läßt sich der Ausdruck auch ın der Form 
2 tat gtgt,,. x u a! 
1% a,!3% q3!--» Taıla!- a "az! IQ!» 


schreiben. Hat daher c, dieselbe Bedeutung wie in $ 31, so wird 








G», Gr. ... 7 ui z2' A, C, sg 


Beachtet man noch die Gleichung (72.), so erhält man 
I, rmtru 


G,, I», ... Im =s Dre: s), 
Daher stellt der Ausdruck 


_ mt 
(74.) 2 mr ln 
die zu dem ın $ 31 bestimmten Charakter $(T) von T, gehörende Charak- 
teristik dar. Hierbei ist « wie früher gleich Null oder Eins zu setzen, 
je nachdem n—m gerade oder ungerade ist. 
Wir können auch unmittelbar ein Komplement 7,, der Charakte- 
ristik (74.) angeben. Unter Berücksichtigung der für den Charakter $(7) ge- 


wonnenen Resultate ergibt sich nämlich folgende Regel: 

Sind zwei der Zahlen v,,vs,...v, einander gleich, so ist der Ausdruck 
(74.) eine zweiseitige Charakteristik mit dem Komplement Null. Sind da- 
gegen diese Zahlen voneinander verschieden, so stellt der Ausdruck für u=0 
eine zweiseitige, für u=1 eine nicht zweiseitige Charakteristik dar. Ein 
Komplement der Charakteristik (74.) erhält man, indem man 


Bi iin.n 
2 1 Aa 'm Fe, 
= iu nn 
setzt. Hierbei bedeutet (v) die Klasse der Permutationen von ©,, die in 


genau m Zykeln der Ordnungen v,,Ya,...v„ zerfallen, während (A) irgend- 


eine von (v) verschiedene Klasse ist. 
$ 34. Ich wende mich nun zur Betrachtung der einfachen Charak- 


teristiken der Gruppe T,. 
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Man bezeichne wie in $17 mit 
z(T), zP(7), -.. 27) 
v„ verschiedene einfache Charaktere zweiter Art von T,, unter denen nicht 
zwei einander assoziiert sind. Dann ist jeder einfache Charakter zweiter 
Art von T, einem dieser v„ Charaktere entweder gleich oder assoziiert. 
Die zu x®(T) gehörende Charakteristik sei 


u 
pp" =-23 984, yes, 
a 
Da nun zwei assozierten Charakteren dieselbe Charakteristik entspricht, 
so stellen die v„ Ausdrücke b die einzigen einfachen Charakteristiken von 
T, dar. Es sei noch bemerkt, daß der Koeffizient von s} in &® gleich 


ist ze. wo f, den Grad des Charakters x®(T) bedeutet; dieser Koeffi- 


zient hat also einen positwen Wert. 


Wird wie in $17 unter &, die Zahl Null oder Eins verstanden, 
je nachdem der Charakter x®(T) zweiseitig ist oder nicht, und bedeutet 
e,, die Zahl Null oder Eins, je nachdem x von 4 verschieden oder gleich 
, ist, so lassen sich die Formeln (39.), (40.), (44.) und (45.) des $ 17 
folgendermaßen schreiben: 


75. zAMe=e, 
(7 ) a X 2° 

' 3980 „ie „ie) _ 008 
(76.) 2 x®xs A,’ 


Man führe nun neben den Variablen x,, %,,.... z,, als deren Potenzsummen 
die Größen s, definiert worden sind, r neue Variable x/,x;,.... x‘ ein und 
setze entsprechend 

ehrt, Drag... 


und 
I a 
DO — 32° A, yPı®o 
a [74 ® 
a 
Dann wird 
0.+ 05 
e 0 (e) ne ne er s 
22 ep) cp“ uni < 2e (z2 2 A,4; ey s(®) @) 


04+05 
ee "2 (ea) Ka) ( y9fe „) „@ 
=22 AA 2). 


Auf Grund der Formel (76.) ergibt sich hieraus 


Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 35. 29 
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ne un 
2 B - 82 As. 
0 a 


Der rechts stehende Ausdruck wird aber (vgl. Formel (73.)) mit Hilfe der 


r* Produkte 
14 14 ’ [4 14 (4 
% % 5 %ı %; oo... Lı %. 3 ... L,% 5 L,%g;, ... L,%, 


ebenso gebildet, wie der Ausdruck g, mit Hilfe der r Größen 2,, %,,.... z,, 
und kann daher passend mit q,(x2’) bezeichnet werden. Es besteht also 
die Gleichung 
(77.) zur" = ger). 
Die Wichtigkeit dieser Formel geht aus folgender Überlegung hervor. 
Es seien uns v, (nicht verschwindende) Funktionen 


we) nn yQ® 4 E s(®) 
gegeben, von denen bekannt ist, daß sie als (einfache oder zusammenge- 
setzte) Charakteristiken der Gruppe T, betrachtet werden dürfen. Man 
setze n, gleich Null oder Eins, je nachdem 7“ eine zweiseitige oder nicht 
zweiseitige Charakteristik ist; ferner sei 


Pr on 2 y A, 5 , 
Es gilt dann der Satz: 
Besteht für die v„ Funktionen P® die der Gleichung (77.) analoge 


( Hleichung 


)ayfe 
(78.) zer = q(rr), 
oe 
so stimmen diese Funktionen, abgesehen von der Reihenfolge und von den 


Vorzeichen, mit den v,„ einfachen Charakteristiken b® überein. 

Es sei nämlich 5®(T) der Charakter zweiter Art von T,, zu dem 
die Charakteristik 7 gehört. Dann ist 5®(T) eine ganzzahlige lineare 
homogene Verbindung der v,„+ u, einfachen Charaktere zweiter Art, die 
sich für die Gruppe T, angeben lassen. Ist hierbei »,, der Koeffizient 
von x'”(T), so kommt, falls S®(7) ein zweiseitiger und x'”(7) ein nicht 
zweiseitiger Charakter ist, auch dem zu x'”(7) assoziierten Charakter der- 
selbe Koeffizient p,, zu. Hieraus folgt leicht, daß 

= Er BEE BeR 


oder, was dasselbe ist, 


0) — (0) 
vo — ig & 


gesetzt werden darf, wo die r,, gewisse ganze Zahlen sind, welche noch 
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die Eigenschaft besitzen, daß auch 2” "”r,, stets ganzzahlig ist. Die Summe 


ist daher eine positive ganze Zahl, die nur dann gleich Eins wird, wenn 
unter den Zahlen 7,1,7,9,... eine gleich +1, die übrigen gleich Null sind. 

Um also zu zeigen, daß + 7 für jedes e einer der Funktionen 
&( gleich wird, haben wir nur nachzuweisen, daß jede der v, Zahlen r, 
gleich Eins ist. Dies ergibt sich aber wie folgt: Setzt man die Koeffi- 
zienten von s'”4*” auf beiden Seiten der Gleichung (78.) einander gleich, 
so erhält man 


. io r(0)2 __ d) ’ » Ada) 1 
PX G. u =2 ‘ N ooloı Ka Ka 


e Au: 

Man multipliziere hier mit A, und summiere über alle v, Klassen [«]. Dann 
ergibt sich wegen (75.) 

za 2 - 27,0, 

g 2 „ie a 
Wäre nun eine der Zahlen r, von Eins verschieden, also größer als Eins, 
so müßte ihre Summe größer als v, ausfallen, was auf einen Widerspruch 
führt. 

Wir haben uns noch zu vergewissern, daß die v, Ausdrücke + ?, 
von denen wir bereits nachgewiesen haben, daß sie einfache Charakteristiken 
sind, untereinander verschieden sein müssen. Wäre dies aber nicht der 
Fall, so würde aus 


q (22') = 22 BD = Zt 
® e 
offenbar eine Gleichung der Form 
20,2" Br = 0 
[ 


folgen, wo nicht alle c, verschwinden. Eine solche Beziehung ist aber 
nicht möglich. Denn setzt man in dem links stehenden Ausdruck den 


Koeffizienten von s'{® gleich Null, so ergibt sich 

204.420 70 =0, 
und hieraus folgt, indem man mit y”%% multipliziert und nach « und 
addiert, auf Grund der Gleichungen (75.) 





Se eeo&g _ Co —=( 
0 Y2eo gr I8 0 * 


Dies widerspricht aber der über die Zahlen c, gemachten Annahme. 
29° 
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Abschnitt IX. 
Über die Funktionen Q, ,,.....,.- 


m 


$ 35. In diesem Abschnitt soll eine Klasse von symmetrischen 
Funktionen der Variabeln &,,%,,...x, studiert werden, von denen ıch ım 
nächsten Abschnitt nachweisen werde, daß sie, abgesehen von konstanten 
Faktoren, mit den einfachen Charakteristiken der Gruppe T, übereinstimmen. 
Ich betrachte wieder die Gleichung 

iz) = (1+2,2)(1-+ 232)---(1+ 2,2) 
(1—2,2)(1-—-232)-.--(1— 22) 


die zur Definition der Funktionen q, dient. Hierbei soll r nicht kleiner 





= tN2tR+t., (= 





sein als die von uns betrachtete Zahl n. — Beachtet man, daß 
1+x.2 EN | 
en 1+22,2+2r7,7+°- 
ist, so erhält man leicht 
(79.) g, = Zr at na... 


wo die Summe über alle nicht negativen ganzen Zahlen &,,@,...«, zu 
erstrecken ist, die der Bedingung &«,+@++--+«a,=»v genügen, und der 
Exponent 4 angibt, wie viele unter den Zahlen «,,«@,...e, von Null ver- 
schieden sind. 


Da f(z)f(-—2)=1, also 


(£o”)( 


ist, so ergibt sich für v>0 
(80.) bt Rt +), =0. 
Setzt man daher 
(81.) Van 2er h-ı + 2942 at (— 1) 29,4 


so wird 
Qi or Qu; 
die Ausdrücke Q,,, bilden also ein alternierendes System. 
‚Ich definiere nun, wenn v,,v,,...v, beliebige positive ganze Zahlen 
sind, den Ausdruck @, ‚,.,..., durch folgende Festsetzungen: Ist m gerade, 
so soll Q, nr... den mit Hilfe der m? Größen Q, „ gebildeten Pfaff schen 


Ausdruck bedeuten, der in bekannter Weise aus der Rekursionsformel 


> (1) g,2)=1 


v=0 


(82.) Green ’ AR: BER ER EM 7 .... 7 „OR a 


zu bestimmen ist. Für ein ungerades m soll aber 
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(83.) " SERGERIRE I,,  ERTErE . M RE, . 7 Iym Vr. RR v 
sein. Außerdem setze ich noch 


m—1 


u PR 
Man erkennt leicht, daß @, ,,,...,, in —@Q,...,...,, übergeht, wenn 
zwei der Indizes vertauscht werden; daher wird @, ,,,...,,—0, wenn zwei 
Indizes einander gleich sind. Offenbar ist in jedem Fall © 
sanzzahliges Polynom der Variabeln z,,%,,...2,, das symmetrisch und 


ein 


Vı N V, ges“ Yıy 


homogen vom Grade 9, +», ++..v, ist. 
$ 36. Die Partialbruchzerlegung der Funktion /(z) liefert die Gleichung 


TE 
34. ee 
/ I@ ” L P pl —132) 
Wo . 
(85.) Ps” m Ws) (a s %a41)* (La dr ) 


(23 +2) (2a+25—1) (83 + 83- 1)» (28 +%,) 
zu setzen ist, und hieraus folet für »>0 








r gr 
„2 2-2, 
: A=1P 5 j 
Setzt man in (84.) =, so ergibt sich, da Ar —=( ist, 
r 21; 
=]. 
3 Pa(&u + %;) 
Daher ist 
Va dp r geti 
ze — 2 —4 en 
Y,1= 92941 ne 27. 
5 us m 


aA=1PaP a,A=1PaPs Hu tt; 
= La A La — Ka 

a,9=1 Pa Pal + La 

Mit Hilfe der sich aus (81.) ergebenden Gleichung 


On rt Ir hi ro 
zeigt man leicht, daß auch für 4>1 
4 In de. he 
Omi 2: DaPs U + Ta 
ist. Ich will nun allgemeiner zeigen, daß, wenn 
u,— u, 





Alu, Wu) HH —— (ie1,8,...m) 
. } m) „1 Ur + U; 
gesetzt wird, 
= r rıy?a zu 
(86.) RER rt 2 P;:  'w = A(z,, Tan 1 . T, , %.,) 


AryQyyrr« am Paı Pa; - + Pam 
wird. 
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Diese Formel läßt sich leicht mit Hilfe der Gleichungen (82.) und 
(83.) verifizieren, wenn wir zeigen können, daß für ein gerades m die 
Gleichung 


(87.) A (U; Us; .»» Un) = A (u, , U) Alu; , u, ... U.) 


— A (u, U) AlUg, Us... u) tr + Alu, Un) Altes -.. Um_ı) 
und für ein ungerades m die Gleichung 
A(U, Un, ... Un) = ÄAlUg, Ug, ... U) 


(88.) 
— Alu, Ug, U) tr + Alu, Up, ... Un_N) 


besteht. 

Der Beweis der Formeln (87.) und (88.) läßt sich nun folgender- 
maßen führen. Man bezeichne, wenn m gerade ist, mit A’(u,, U, ... %,) 
den mit Hilfe des alternierenden Systems 





Up An Us 
— (6, o=1,2,...m) 
Up t Us 
oebildeten Pfaffschen Ausdruck. Dann ist also 
’ U, — U, 
A (%, ’ Us) ad . 
U) + Ur 


und 

A (uU; Ugs +: Y)=Ä (U, U) Ä (Us, Us; ..- U,) 
— A (u, Us) A’ (Up, u... U) tr + A (u, U) A (Up, Ups... Un) 
Nun ist aber bekanntlich 


(89.) 


Up — U 
A’ (U, , Ups <o: Un) = ——|. 

( 19 2> ” U, + Un 
Folglich verschwindet 4’ (u, , u,, ... u„), wenn zwei der Variabeln w, , u,,... 4, 
einander gleich werden. Da außerdem beide Ausdrücke 


A (U, %g, ... u) IT(u,+u,) und /I(u,— u,) 


0o<To 00 
ganze rationale Funktionen sind, die homogen und von demselben Grade 
m(m-—]1) _.: w ’ 
ni sind, so muß, wenn c„ der Koeffizient von Wu? ...u, ın 


dem ersten der beiden Ausdrücke ist, 
A (Ur, Ups... %) ZT (u,+ u,)= 6, IT (u,—u,) 
0o<—_0 e<o 
sein. Multipliziert man aber die Gleichung (89.) mit /7(u,+%,) und ver- 


0o— 0 


gleicht auf beiden Seiten die Koeffizienten von u" u3” +++ u, so erhält 
man leicht 


Om Om — mat Om = lm: 
Da nun &,=]1 ist, so ist stets c„=1, und folglich ergibt sich 
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A (Ur, Ups 2: U) All. Uns cc Hu): 

Schreibt man nun in (89.) 4 für 4’, so erhält man die zu beweisende 
Formel (87.). Setzt man ferner in dieser Gleichung 4,=0 und beachtet, daß 
A(0, Up, -.. u) = (— 1)" Alug, Up; 2. Un) = —AlUg, Ups : +» U) 
ist, so erhält man eine Formel, aus der die Gleichung (88.) hervorgeht, 
indem man u,, %s,... a, durch u,, %s,... %,_, ersetzt und für m—1 wieder 

m schreibt. 
$ 37. Von zwei Potenzprodukten 
Acıı 5...2r, Bah ah... /r 
soll, wie üblich, das erste Produkt von höherer Ordnung heißen als das 
zweite, wenn die erste nicht verschwindende unter den Differenzen 
hg, Ka—hase A, —h, 
positiv ist. Unter dem Leitglied einer ganzen rationalen Funktion 9 (2, ‚23 ,...%,) 
verstehe ich das Produkt höchster Ordnung, das in p auftritt, und unter 


dem Leitglied einer gebrochenen rationalen Funktion y = - den Quotienten 


der Leitglieder von , und ,. Sind dann Ws Wesen. Wr beliebige ganze 
oder gebrochene rationale Funktionen von z,,%,,...2,, deren Leitglieder 
sich nicht allein um konstante Faktoren voneinander unterscheiden, so ist 
das Leitglied von 
y-p tWtrr tm; 

wie man leicht schließt, gleich demjenigen der Leitglieder von w,,wWz,...%;, 
dem die höchste Ordnung zukommt. 

Das Leitglied der Funktion Q,=g, der Variabeln z,,%,...2, ist, 
wie aus (79.) folgt, gleich 2z/. Allgemeiner beweise ich: 
VII Ist v,>rv,>:.-v„>0 und m<r*), so ist das Leitglied von 
‚„ gleich 27070: a’", 
Dies folgt aus der Formel (86... In der Tat ist das Leitglied 
des durch die Gleichung (85.) definierten Ausdrucks p, gleich (— 1)", 
das Leitglied von A(z,, ,% 


‚Foyer. 


x.) ist gleich +1 und speziell das von 


.»».» 
am’ 


m (m—1) 
A(&,,Im-ız...%) gleich (—-1) * . Inder in (86.) rechts stehenden Summe 
hat daher der Summand 
27m 1 7 4 (x, u x.) 
Pı Pg***’Pm 


m. 


*) Für m>r wird Q,,,r.....,.=0. 
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m(m—1) 


das Leitglied 
er ee 
2m (1) ? ” ara. 2m, 


während die Leitglieder der übrigen Summanden für v, >v,>:..->pv, jeden- 
falls von niedrigerer Ordnung sind. 
Es bedeute nun, wie früher, %k, die Anzahl der Zerlegungen 
n=n ++. M>n>:) 
der ganzen Zahl n in positive ganzzahlige Summanden. Von zwei Zer- 
legungen | 
n=kh that, n=um tigt 
soll die erste von höherer Ordnung heißen als die zweite, wenn die erste nicht 
verschwindende unter den Differenzen A,— u,, Aa—i;,... positw est. Ich 
denke mir die k=k, Zerlegungen von n derart angeordnet, daß zuerst 
diejenigen kommen, bei denen die Summanden untereinander verschieden 
sind. Diese v»=v, Zerlegungen sollen, nach abnehmender Ordnung ge- 
schrieben, mit 
(1), 2), ... (®) 
bezeichnet werden, so daß also insbesondere (1) die Zerlegung n=n be- 
deutet. Unter 
(v+1), (v+2), ... (k) 

verstehe ich die übrigen k—v Zerlegungen von n, irgendwie angeordnet. 
Die Anzahl der Summanden in der Zerlegung (v) sei gleich m,. 

Bedeutet ferner (v) die Zerlegung n=»,+v;3++»+, so bezeichne ich mit 
q” das Produkt g,.g,,---, mit Q" die Funktion @,,,,,,... und mit $, die 
monogene symmetrische Funktion der Variabeln z,,2,,...2,, die als Summe 
aller Produkte der Form x5'x2%:--- erscheint. Das Leitglied von $&, ıst dann 
gleich z1'23°.--. Ist nun v<v, so ist Q nach Satz VIII eine symme- 
trische Funktion von %, ‚&3,...%,, deren Leitglied mit dem Leitglied von 2” $, 
übereinstimmt, dagegen sind die Ausdrücke Q"+”, Q%+®,,,, Q® sämtlich Null. 

Ist die Zerlegung (4) der Zahl n von höherer Ordnung als die Zer- 
legung (u), so soll auch das Produkt g” von höherer Ordnung heißen als 
das Produkt g“”. Da nun wegen (80.) 

1: = 294+10a-ı 2 Qar2 4a + + (129, 
ist, so ergibt sich leicht, daß jedes Produkt 9” für A>v in der Form 
g» = 4, gm +Q, gm LeeHt q, g” 

darstellbar ist, wo @,,4,,...a, gewisse ganze durch 2 teilbare Zahlen sind, 
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und zwar können hierin nur solche unter den Produkten g'”, g®,...g" wirk- 
lich vorkommen, die von höherer Ordnung sind als das Produkt 9”. . Aus 
den Formeln (81.), (82.) und (83.), die zur Berechnung der Ausdrücke 
0 dienen, geht ferner leicht hervor, daß Q" für »<v die Form 
+ + + 
hat, wo q*?,g””,... von höherer Ordnung sind als das Produkt 9”, und 
b\,b,,... ganze Zahlen bedeuten, die sämtlich gerade sind. Infolge der 
erwähnten Eigenschaft der Produkte g"+”, g"+®,..g® ergibt sich daher 
für v<v 
Or=g")+ c, ge) +6 ga Le. +c, ‚q®; 
hierbei bedeuten c,,6,,...c,_, wieder gewisse gerade ganze Zahlen. Da nun 
insbesondere g"’=g,=Q" ist, so läßt sich umgekehrt g” in der Form 
= Qr +d,Q" > +4,90 +... +d,_,Q® 
darstellen, wo auch d,,d,,...d,_, gerade ganze Zahlen sind. 

Hieraus folgt, daß Jede homogene symmetrische ganze rationale Funktion 
n-ten Grades von %,%g,...%,, die sich als ganze rationale Funktion von 
Y1,9g,... (oder, was dasselbe ıst, als ganze rationale Funktion der Potenz- 
SUMMEN S1,83,85,...) ausdrücken läßt, zugleich als lineare homogene Ver- 
bindung von Q”,Q®”,...Q” darstellbar ist*). Diese Darstellung ist ein- 
deutig bestimmt, denn die Ausdrücke 0, Q®°,...Q" sind als Funktionen 
mit untereinander verschiedenen Leitgliedern linear unabhängig. Es ergibt 
sich zugleich, daß unter den k Produkten g’” nur » linear unabhängig 
sind; insbesondere besitzen die v Produkte g’, g”,...g"” diese Eigenschaft. 
Ich füge noch folgende Bemerkung hinzu: Man habe einen Ausdruck der Form 
+. +e,_ ,q", << 
der, als lineare Verbindung der monogenen symmetrischen Funktionen 
&,,&9,... dargestellt, die Glieder &1,52,...$,_, nicht enthält. Dann muß, 
wie ich behaupte, F=e,Q"’ sein. Denn man denke sich F in der Form 

F=g' +." + +9Q 
dargestellt. Wären nun die Zahlen g,,9s,...9,_, nicht sämtlich Null und 
ist g,_, die erste nicht verschwindende unter ıhnen, so müßte F, durch 


*) Hierin ist ein bemerkenswerter Satz aus der Theorie der symmetrischen 


Funktionen enthalten: Ist S eine symmetrische Funktion von x,.%,....7,. die als ganze 
rationale Funktion der Potenzsummen S,.S,.5;.... darstellbar ist, so sind in dem Leit- 
glied Aa 23:--- von 5 die Exponenten r,.r..... untereinander verschieden. 
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Annahme widerspricht. Würden ferner die Zahlen g,,,,9,;2;... nicht sämt- 
lich verschwinden, so sei g,,, die letzte, die nicht Null ist. Drückt man 
dann alle Q® durch g",g'”,...g”” aus, so müßte in F das Glied g,,,g"*” 
vorkommen, was nicht der Fall ist. Daher ist #=g,Q"’; da aber Q"’ das 
Glied 9 mit dem Koeffizienten 1 enthält, so ergibt sich g,= e,, also F=&,Q". 

Ist außerdem noch bekannt, daß der Koeffizient von &, in der Ent- 
wicklung von F gleich e, ist, so muß nach VIII &=2"e, sein. 


$ 38. Stellt man das Produkt g” als Funktion von x, ,2,,...x, dar, 
so erhält man eine Gleichung der Form 


k 
a ' usa: 

wo die a,, gewisse ganze Zahlen sind. Speziell wird, da g”’=g, und 

sSehn+n4+.++27 ıst, wegen (79.) a4,—=2. Da die Ausdrücke $,,5,,...£, 

linear unabhängig sind und unter den %k Produkten g‘” nur v linear unab- 

hängige vorkommen, so ist die Determinante k-ten Grades |a,,| genau vom 

Range v. Ich setze nun 


N 1 
0 RE EERSEe VE 1 PRIEL PURE PORRERRR ) 


AoyyAagser-Ao, | uw). Agız Aagye.. (Ag v1; gm 
D, eo |, 2) ee 8 8 ».- ı F . '® . e ” “ . “ * ” ® . ’ 


| (dyı; d,o;» ..(d,, 4,1,4,2;» .+.(d, „1 gr 


wobei noch F"--g® sein soll. Dann wird offenbar einerseits 
F® =D, ,g"+ D/_,q’® +... +. Dezd gW, 


v—]) 
v—1 


we u gewisse Determinanten des Grades »—1 bedeuten, 


andererseits 
, je ’» A’ i f 
FF’ — D, + I, °,+41 + I, &,+2 + FEN 
wo J’,.4”,... Determinanten v-ten Grades sind. Auf Grund der am 


Schluß des vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung ergibt sich daher 
für v=1,2,...% 


(90.) F" ”- D,_ı D, =; 2", D,_ı ’ 
wobei noch D,=1 zu setzen ist; hieraus folgt 
(91.) D, u (ve1,2,...r) 


Sind nun #/,%,...x. neue r Variable, so mögen die Ausdrücke 
&,,Q" und F® in &,Q( und FY? übergehen, wenn an Stelle der Variabeln 
x, die Variabeln x; treten. Hat dann q,(xx’) dieselbe Bedeutung wie in 
$ 34, so wird 








l 


cu 
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ge 2,2) (1+ 20,2) 2.2 q,(22°)z’ 


(1—2,r 2) 1—ı, 2 „2)-- .(1— 2,22) Fun 
Da sich aber der linke han Ausdruck in der Form 


(Zur) (Zone) 
entwickeln läßt, so erhält man olfenbar 
9 (22’)= # "ad en Z a8, 


Beachtet man noch, daß g, (aa) DE sl wenn 2, und z/ ver- 








tauscht werden, so ergibt sich a,,=a,, 

Die Funktion q,(zx') läßt sich also als symmetrische Bilinearform 
der Variabeln &,,5,,...5, und &,8&,...& auffassen. Da nun der Rang 
der Determinante |a,, gleich v ist und die Hauptunterdeterminanten 
D,,D,,...D, von Null verschieden sind, so wird nach einer bekannten 
von Jacobi ENG BEN 


1 
F pP FÜ) F57- 2) F® .+ —  FV FW 
” u e D, D, ” D.-ı D, ie 


und hieraus folgt Ba (90.) und (91.) die für das folgende wichtige Gleichung 
(92) gnla2’)= u POD+ Z-POP+ +, 0mgP 


Abschnitt X. 
Bestimmung der einfachen Charaktere der Gruppen Z, und B,. 
$39. Mit Hilfe der im letzten Abschnitt gewonnenen Resultate 


gelingt es nun leicht, die früher eingeführten einfachen Charakteristiken 





der Gruppe T, explizite darzustellen. 
Es sei 
n=vy,tY+t'++V. Mon D>+ >, >0 
und Q”=Q,,,,....,,„. Dann gilt folgende Regel, die auf Grund der Formeln 
(81.), (82.) und (83.) leicht zu beweisen ist: 
Ist 
"ml 1, >>. >4>0 
ein von g"’=q,,9,,...q,, verschiedenes Produkt, das in der ER von Q" 
als lineare Klin Verbindung von q”, q®,... 99 wirklich vorkommt, so kann 
l nur einen der Werte 


m 
m,m—1,... m—[", | 


_ 


annehmen. Der Koeffizient c, von gq”) ist ferner eine ganze Zahl, die für 
I<m durch 2”* und für I=m durch 2 teilbar ist. 


30* 
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Man setze nun u, bzw. w’ gleich Null oder Eins, je nachdem n— m, 
bzw. n—I! gerade oder ungerade ist. Dann stellen, wie wir wissen (vgl. 
$ 33), die Ausdrücke 











fe oe de 
17) = a g‘ ) ß Y — PP g” 
2 2 22 


zwei Charakteristiken der Gruppe 7, dar. Ich beweise nun: 


Der Ausdruck 


v 1 v 
we — HE 0m 


Mm+ 


02 
ıst ebenso wie der Ausdruck w für u=0 eine zweiseitige und für u=1 eine nicht 
zweiseitige Charakteristik von I,. Ferner läßt sich jedes Komplement der 
Charakteristik y zugleich auch als Komplement der C'harakteristik P") auffassen. 


Aus 
=’ gd®P+.. 
folgt nämlich 


I—m+u'— u 
Pe —y+2 2 GW... 
Ist nun !=m, also w=u, so erhält man im zweiten Glied rechts c, w/, 
und dies ist, da c, gerade ist, das Zweifache einer Charakteristik, also eine 
Charakteristik mit dem Komplement Null. Ist ferner !<<m, so wird, da 
c, alsdann durch 2” teilbar ist, 
I—mtn—u m—Itu—u 6) 


FE ', ie We =, . 
im allgemeinen wieder das Zweifache einer Charakteristik. Eine Ausnahme 


kann nur im Falle 
I=m—l, u=]1 


eintreten; dann wird aber u’”=0, und folglich ist w’, also auch 
I—m+u'— u 
BR ay'= - w’ 
eine zweiseitige Charakteristik. Jedenfalls ergibt sich, daß 7" aus w da- 
durch hervorgeht, daß zu yw für u=1 gewisse zweiseitige Charakteristiken 
und für «=0 nur zweiseitige Charakteristiken mit dem Komplement Null 
hinzuaddiert werden. Hieraus folgt aber mit Rücksicht auf die Ausführungen 
des $ 32 die Richtigkeit unserer Behauptung. 
Setzt man nun noch u=n,, so folgt aus (92.) 


qn(z2’)= & u. Qn Op= Er pn 


—=1 2m, yal 
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Auf Grund des in $ 34 Bewiesenen ergibt sich daher, daß die v=v, 
Ausdrücke P”, abgesehen von den Vorzeichen, mit den gesuchten ein- 
fachen Charakteristiken b® der Gruppe TI, übereinstimmen. Wir können also 
PN = +%Pr) setzen. 

$40. Um noch zu zeigen, daß Br = +%% ist, haben wir nur 
nachzuweisen, daß die Entwicklung von #“) oder, was dasselbe ist, von 
Q" nach Potenzen von $,, S3, 8;,... das Glied st mit positivem Koeffizienten 
enthält. 


Es sei dieser Koelffizient gleich 


Q" an Q, vn ist, 


In ge) 


wir setzen noch, falls 


(v) __ 
I PR RR 
Dann wird zunächst, da 


9 — = (25, )* > 


n! 


(259285) _ 


(n—3)!3 u 


F 
ist, 


gw == In _ — # 
Ferner erhält man aus (81.) 


Gx,2 1 2 2 2 2 
GH a Nat Re Vearnr 
und hieraus folgt leicht 
(ati)! «A 
“U a ar 
Allgemeiner ist, wie ich zeigen will, 
_mtnt tm! 7 ray 





93. . 
( ) N PR FR vı!lvo!.. 9! a AVYa + Ya 


Unter Benutzung der in $ 36 eingeführten Bezeichnung läßt sich 
diese Formel in der Gestalt 
(v, + v5 ++ Ya)! 
93’, = - - ur u Ben Ä v V yo... V 
( ) ee yılva!-e rm! ( 1772; „) 
schreiben. Es sei dies bereits bewiesen, wenn an Stelle von m eine 


kleinere Zahl tritt. Dann erhält man, falls m gerade ist, aus der Gleichung 


(82.) durch Gleichsetzen der Koeffizienten von (25,)” ""*"*”m wegen (87.) 


__Immom  _ mn \ Irrı m _ Im Ira varı Im | 
mtr tt tm)! tr) try tt)! tea ty ++ er 
1 
nn nl Al) Ar + 
1: Va: ’*’* Im: 
1 


u r mE A v V ..». v [7 
vh!lvle- rn! | 1785 m) 
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Ebenso folgt für ein ungerades m aus (83.) und (88.) 


k Irre rm T ı ZT 1 ER f 
(vr, 4 v, I - Ya)! v,! (v5 + V, 1 Ep + vm)! v,! (v, > v, + a2 r r)! 
1 
— v‚!v ac ! I4(v,, Vo,ı.ıe v)—- Alt, I...) +] 
„+ 7° m» 
1 


ee ae rn | 1» 2 m) 


Aus der nun bewiesenen Gleichung (93.) erkennt man, daß die Zahlen 
9,,.v.,...„„ für den uns allein interessierenden Fall »,>r,>...>», in der 
Tat positiv sind, und daß daher die v Ausdrücke P) die einfachen Charak- 
teristiken der Gruppe T, repräsentieren. 


Es ist noch zu bemerken, daß die Zahlen g,,,,,...,, ganze Zahlen 


Ym 
sind. Dies ergibt sich, indem man die oben benutzten Rekursionsformeln 
in der Gestalt 


Dad FE EE En 2 7 
RE ÜRPBER v6 & ( v4 v, Weisen... 


bzw. 


Bi v, + Y, 1 ei -r Yın v, + Vo + He + Yım 
. RR RR : ( v, rs ( v, UP N. 
schreibt und außerdem noch beachtet, daß 


92,1. ir — (2 )-2( 47 ” 


eine ganze Zahl ist. 
$4l. Setzt man wie früher 


Iq 
2 
we) _— pr) 52 A, m s(e) 
[74 
so wird 
m+ u o,+rm+u 

. . 2 iz u ) 
gr u a p"= 22 A, 


Da n—o, und n—m-—u gerade Zahlen sind, so wird hier jeder der Fak- 
0. tm+u 


toren 2 ? eine ganze Zahl, und hieraus folgt auch, daß die x ratio- 
nale und mithin (als Summen von Einheitswurzeln) ganze rationale Zahlen 
sind. Für den Grad 


fr u RER 
des einfachen Charakters x"’(7) von T,, zu dem die Charakteristik &"’ gehört, 


erhält man durch Betrachtung des Koeffizienten von s? in Q 
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Ist u=0, so ist x"(T) ein zweiseitiger Charakter und daher 
durch die Charakteristik 2" vollständig bestimmt. Ist aber u=1, so 
haben wir noch für dıe ungeraden Klassen (4) von ©, die Zahlen 46) an- 
zugeben. Ebenso haben wir für «= 0 noch das Komplement 0%) von x” (T) 
zu bestimmen. — Es genügt aber hierzu, das in $ 33 bestimmte Komple- 


ment /,, der Charakteristik 
1 
y a mt u I», Ir. Paz Av, 
22 
zu betrachten, das, wie wir wissen, zugleich als ein Komplement von 
Pe) — cb®) angesehen werden kann. Es war 


/ nn Yy 
6 I Vo*** Yan 
Yo) | (—1) 2 172 ’ 


7] 
2 





für die Klasse (v), deren Permutationen in genau m Zykeln der Ordnungen 
Y1,VY2,...Y,„ zerfallen, und Y,,=0 für alle von (v) verschiedenen Klassen (}). 
Ist nun 7,, die zu 7, konjugiert komplexe Zahl, so wird, wenn A,, die 
Anzahl der Permutationen der Klasse (e) bedeutet, insbesondere 


und folglich 


n! 
y a PER u... 
= hate = Iu* 


Hieraus folgt aber auf Grund des in $ 32 Gesagten, daß wir für u=]1 
Ko=7 (e) 
und für u=0 


v) __ 
a 97 
setzen dürfen. 


Ich will noch die gewonnenen Resultate zusammenfassen. 
IX. Jeder Zerlegung 
Nn=Y,t+Yt Tim n>r> Dim >0 
der Zahl n in lauter verschiedene Summanden entspricht ein einfacher 
Charakter zweiter Art x(T) der Gruppe T,, dessen Grad. gleich 
s wi ' 
/ ol - n! m 
Yarlarıı Um vlnleee rl ara t I 
ist. Um die Zahlen x(T) sämtlich zu kennen, hat man nur die zugehörigen 
N \ Yen ’ Ä „ oe 7 
(in $ 17 gekennzeichneten) Größen %.,«,,... und %., anzugeben. Die Zahlen 
Xa,.a.,... werden dadurch erhalten, daß man den Ausdruck Q,,,,.,...„, 4s Funk- 


tion der Potenzsummen s,,83,... berechnet; setzt man nämlich u gleich Null 
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oder Eins, je nachlem n—m gerade oder ungerade ist, so wird 
m+u+a ta; +: 


. Ka, Q, ... [17 a 
ne ET T Mk ig). 
Orr a+33; + =n 1% @,!3%0,!... a 








Ist u=1, so wird x(T) ein nicht zweiseitiger Charakter; für jede ungerade 
Klasse (A) von ©,, die von der Klasse (v), deren Permutationen in genau 
m Zykeln der Ordnungen v,,vYz,...v„ zerfallen, verschieden ist, wird dann 
Xu, =0, dagegen ist 





Durchläuft ferner B die Elemente der Untergruppe ®, von T,, so repräsen- 
tieren die Zahlen x(B) einen einfachen Charakter zweiter Art p(B) von %,. 

Ist dagegen u=0, so ist y(T) ein zweiseitiger Charakter. Man erhält 
dann in den Zahlen x(B) einen Charakter von ®,, der als die Summe zweier 
adjungverter einfacher Charaktere w(B) und w(B) erscheint. Die Differenz 
ö(B)=w(B)—w(B) ist im allgemeinen Null; nur dann, wenn B einer Per- 
mutation von ©, entspricht, die in genau m Zykeln der Ordnungen v, ,‚v;,...v,, 
zerfällt, wird 





d(B) = +/cı Ey Vgrr Yan 

Sieht man zwei assoziierte Charaktere von T, als nicht voneinander 
verschieden an, so erhält man auf diese Weise, indem man alle v, Zer- 
legungen von n in lauter verschiedene Summanden in Betracht zieht, die 
sämtlichen einfachen Charaktere zweiter Art der Gruppen T, und %,. 
$ 42. Zu dem Charakter %(T), der durch die Zerlegung n= 
v,t+v3+:'+r, bestimmt ist, gehört eine irreduzible Kollineationsgruppe 
Wun...r, des Grades f,,,,,,...,,;, die der Gruppe ©, isomorph ist, und die 
sich, wenn n>4 ist, nicht als Gruppe von n! linearen homogenen Sub- 
stitutionen schreiben läßt. Ist n—m ungerade, so ist die der Gruppe 
Y, isomorphe Untergruppe &, ,,...,, von N, ,,,...,, wieder irreduzibel. Ist 
aber n—m gerade, so zerfällt diese Untergruppe in zwei der Gruppe U, 
isomorphe irreduzible Kollineationsgruppen X, ,,,,...,, und RN des 


Grades Ba diese beiden Gruppen sind jedoch, da sie als adjun- 


gierte Gruppen erscheinen, nach den Ergebnissen des $ 19 als nicht wesent- 


lich verschieden anzusehen. 
Jede irreduzible Kollineationsgruppe, die der Gruppe €, isomorph 
ist und nicht als Gruppe von n! linearen homogenen Substitutionen ge- 











Schur, Darstellung der symmetrischen und alternierenden Gruppe durch Kollineationen. 237 


schrieben werden kann, ist einer der v„ Gruppen ,,,,,,...,, äquivalent. 
Dasselbe gilt, wenn n von 6 und 7 verschieden ist, auch für die Gruppe 


177 


Y, in bezug auf die Kollineationsgruppen 8, ,,..,,; Yun... ,, wndX ..,..,- 

| Ich stelle hier noch für n=4,5,...9 die Werte der Zahlen 
fun.,...„„ Zusammen. Hierbei beziehen sich die überstrichenen Zahlen 
Frn....r, auf diejenigen Zerlegungen von n, für die n—m gerade ist, zu 


denen also eine Darstellung der Gruppe W, als Kollineationsgruppe des 


(Grades Slun.. ‚„ gehört: 


n=4, fi=2, lu =%; 

n=5, fh, =4, Ju=6, la=4; 

n=6, fs =4, u=16, e=2%0, hat; 

n=71,h=8, fo = 20, fs. = 36, fs = 20, ha = 28; 

n=8, 8, n=%, fe=112, fs=112, Is2ı = 64, Fısı = 48; 

n=9, h=16, fu=56, 2=160, fs =224, fo = 240, fu = 112, 
fs = 336, Isse = %. 

Die zu verschiedenen Zerlegungen der Zahl n gehörenden Dar- 
stellungen der Gruppen ©, und 4, sind im allgemeinen wesentlich vonein- 
ander verschieden (vgl. $ 19). Eine Ausnahme kann nur für n=4 und 
n=6 eintreten. Für n=4 sind die drei Gruppen %,%, und %, des 
srades 2 als nicht verschieden anzusehen; dies erklärt sich aus dem Vor- 
handensein dreier linearer Charaktere bei der Gruppe ®%,. Für n=6 
können, wie aus unserer Tabelle zu erkennen ist, nur die quaternären 
Gruppen tg, und 835 ,, bzw. &, und %, ,,, übereinstimmen. Diese Gruppen 
gehen in der Tat vermittelst des bekannten äußeren Automorphismus 
der Gruppe &,, bzw. W,, durch den dem Zyklus (123) die Permutation 
(135) (246) zugeordnet wird, auseinander hervor (vgl. $19). Man kann dies 
durch Betrachtung der zugehörigen Charaktere der Gruppen T, und %, 
ohne Mühe erkennen. Doch will ich hierauf nicht weiter eingehen, da 
bereits H. Maschke*) gezeigt hat, daß jede der Gruppen ©, und A, im 
wesentlichen nur einer quaternären Kollineationsgruppe isomorph ist. 

$ 43. Der besseren Übersicht wegen will ich hier noch die von 
Herrn Frobenius**) gewonnenen Resultate über die Darstellung der Gruppen 


*) Math. Annalen, Bd. 51, S. 251. 
**) Vgl. die in der Einleitung zitierten Arbeiten. 
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&, und A, durch homogene lineare Substitutionen anführen: Jeder Zerlegung 

(94.) n=h til, t + +4, h>h>>1>0) 
der Zahl n in gleiche oder verschiedene Summanden entspricht eine der 
Gruppe ©, isomorphe irreduzible Gruppe ©, ,,,,...., linearer homogener 
Substitutionen in 


n! 
Pick: (A, en I—1)!(A, +1—2)! a ,! „BO ru—h nu P—e) 


Variabeln; hierbei sind jedoch die beiden Zerlegungen 
n=n, n=1+1+-..- +1 
nicht mitzuzählen*). Sind «, unter den Zahlen 4,,4,,...4, größer oder 





gleich @, so ist auch 
(94’.) n=t, + Uugt +++ Un. (m=4,) 

Stimmen nun die Zerlegungen (94.) und (94.’), die man als assozverte 
Zerlegungen bezeichnet, nicht überein, so geht die Gruppe G4,,u.,...u, aus 
der Gruppe ©, ,.,,...., dadurch hervor, daß man, jede ihrer Substitutionen 
mit -+1 oder —1 multipliziert, je nachdem die zugehörige Permutation 
von ©, gerade oder ungerade ist; ferner ist die der Gruppe Y(,„ isomorphe 
Untergruppe von ©, ,,,...., wieder irreduzibel. Ist dagegen die Zerlegung (94.) 
mit der assoziierten Zerlegung (94’.) identisch, so zerfällt diese Untergruppe 


von ©, ,.,..., In zwei irreduzible Substitutionsgruppen in je Pur... 


ı I 


Variabeln. Die beiden so entstehenden mit %, isomorphen Gruppen sind aber 
nicht als wesentlich voneinander verschieden anzusehen: bedeutet nämlich 
T dıe Transposition (12), so kann die eine Gruppe aus der andern dadurch 
erhalten werden, daß man die der Permutation ? von %, entsprechende 
lineare Substitution durch die der Permutation T"PT entsprechende 
ersetzt**). — Betrachtet man wieder zwei äquivalente Substitutionsgruppen 
als nicht voneinander verschieden, so erhält man in der geschilderten Weise 
die sämtlichen irreduziblen Gruppen homogener linearer Substitutionen, die 
den Gruppen ©, oder %, isomorph sind. 

Die folgende Tabelle enthält für n=4,5,...9 die zugehörigen Zahlen 
Pasr..ı,; hierbei wird von zwei assoziierten Zerlegungen der Zahl n nur 





*) Diesen Zerlegungen entsprechen die trivialen Darstellungen von ©, durch 
die Zahlen 1, bzw. 1 und —1. 

**, Die beiden Gruppen sind also als adjungierte Gruppen zu bezeichnen 
(vgl. Einleitung). 
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eine angeführt. Die überstrichenen Zahlen beziehen sich auf diejenigen 
Zerlegungen, die sich selbst assoziiert sind, denen also eine Darstellung 


der Gruppe %, als lineare homogene Substitutionsgruppe ın 5 Pin... VA- 


riabeln entspricht: 


n=4, pı=3, P—2;*) 

n=5, Pam, Pı=6; 

n=6, Pa=5, Pa=9, PYn=10, pa=5, Paı=16; 

n=T, Pa=6, Pa—14, Ps 15, 5 = 14; Pası = 35, Pan = 20, Ps = 21; 
n=8, =T, Ppa=20, Ppı=2l, pa =28, pa=64, Yan=3d, PYamlt, 


Pası = 70, Pag = 56, Pau =W, Psse -=42; 
Nn=9, ya, pa=27, ern =28, Pe —48, Paz = 105, Yan = 56, 
Pa = 42, Ps = 162, Ps =120, Po = 189, Psm = 70, Yu 84, 
Piz 168, Ya = 216, Py = 42. 
$ 44. Aus den obigen Tabellen erkennt man, daß für kleinere Werte von 


n—1 
n unter den Zahlen /, ,,...,, die Zahl „gr 
Payia...ı;) (für n>4) die Zahl 9,_1,ı=n—1 am kleinsten ist. Ich will 
zeigen, daß diese Regel allgemein richtig ist; genauer ist für n>6 
(95.) Re 7 m>ı) 
und, falls nicht | 
Au=n-l, 4=1 oder 4, =2, =), =..=1**) 


und unter den Zahlen 


ist, 
(96.) Park... >2(N—]1). 
Um die Ungleichung (95.) zu beweisen, genügt es zu zeigen, daß 
für die in $ 40 eingeführten Zahlen g,,,,,...,,, falls 


e Nn=v,tV++-+v.>6, vi >VY > >v.>d, m] 
ist, die Ungleichung 


(97.) Inn. Dt: r 
besteht. — Dies kann man folgendermaßen erkennen. Setzt man, wie in 836, 
/( En An 
A(u,, Ugy ee. = IT, U, + U; ’ 


so ergibt sich mit Hilfe der Formeln (87.) und (88.) ohne Mühe für jedes « 


*) Die zugehörige Gruppe ®s,. ist der Gruppe &, nicht einstufig isomorph. 
**) Diese beiden Zerlegungen von n sind einander assoziiert, daher ist 
92,1,1,..1= @p-ı,ı=n—1. 


31° 
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m 
(ut Ust ER + um) A (un, Ugye.. U) u; u,4(u,, U, 1 U, TU, Uyyıser- Un). 


vol 


Hieraus folgt wegen (93”.) 


BR) En A ETF POST, 
wo auf der rechten Seite für »„—=1 unter g,, ,,....,,_,,o die Zahl NE 
zu verstehen ist; außerdem hat man, falls v,=v,,,+1 ist, den «-ten 
Summanden gleich Null zu setzen. 

Man nehme nun die Ungleichung (97.), die für n=7,8,9 mit 
Hilfe der Tabelle der f,,,, 


wenn die Summe der Indizes v,,”,....r, kleiner als n ist. Ist dann nicht 


...,, sofort zu verifizieren ist, als richtig an, 


y=Mm, n=Mm—1,...,1=2, mm]; 
so steht in (98.) auf der rechten Seite mindestens eine Zahl g,,.... 
bei der 


6) 
m 


41 >> + >2.>0 
ist. Da aber die Summe der z gleich n—1 ist, so ergibt sich 
[al 
0. ee . 


In dem ausgeschlossenen Falle muß aber, da m +m—1-++..+2+1>>9 
angenommen werden darf, m>4 sein. Man erhält dann durch wieder- 


holte Anwendung der Formel (98.) 
Im,0-1,...2,17 In,m-1,...4,2,17 In,n-1....4,8 
+9 olalrı 
In ähnlicher Weise beweist man die Ungleichung (96.) mit Hilfe 
der für die Zahlen g,,,,,,...,, bestehenden Rekursionsformel 
Pc Viren Me EP ce Diet 


wo auf der rechten Seite für A,=1 unter Paso... „,o Me Zahl Q,,,.,,....,_, 


zu verstehen und für A,=4,,, der «-te Summand gleich Null zu setzen ist *). 


Abschnitt XI. 
Die alternierenden Gruppen mit sechs und sieben Vertauschungsziffern. 


$45. Während im allgemeinen die sämtlichen mit der Gruppe , 
isomorphen Kollineationsgruppen erhalten werden können, indem man die 
Darstellungen der Gruppe ®, durch homogene lineare Substitutionen be- 





*) Vgl. die Formel (3.) meiner Arbeit „Über die Darstellung der symmetrischen 
Gruppe durch lineare homogene Substitutionen“, Sitzungsberichte der K. Preuß. Aka- 
demie, Berlin, 1908, S. 664. 
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trachtet, gilt dies nicht, wenn n=6 oder n=7 wird. Es sollen nunmehr 
diese beiden Ausnahmefälle erledigt werden. 

In jeder Gruppe ft gebrochener linearer Substitutionen, die der 
Gruppe 9, isomorph ist, lassen sich, wie ich in $ 4 gezeigt habe, die Pro- 
portionalitätsfaktoren bei den Koeffizienten der einzelnen Substitutionen 
so wählen, daß die Koeffizientenmatrizen Q,,Q@;,@;,,@, der den Permutationen 

A,=(123), A,=(12) (34), A,=(12)(45), A,=(12)(56) 
entsprechenden Substitutionen folgenden Gleichungen genügen: 


| Qi Bun 0 =0;= Gi a (9, 9.) = (9, Q,,= (2%: Q,)’= (9; Q,) — jE, 
| (Qı Q\=kE, 90, = 1% Q), 


wo 7 und k durch die Gruppe it eindeutig bestimmte Einheitswurzeln sind, 


(99.) 


und zwar ist 
Fel,s-#. 

Hat man umgekehrt 4 Matrizen (homogene lineare Substitutionen) Q,, @s. 
Q,,@,, für die Gleichungen der Form (99.) bestehen, wo 7 und k Kon- 
stanten sind, so muß von selbst k=1, j7=k* werden. Ist m die kleinste 
positive Zahl, für die k"=1 wird, so erzeugen die Q, eine endliche Gruppe 
Q der Ordnung m-360 und die zugehörigen 360 gebrochenen linearen Sub- 
stitutionen bilden eine mit %, isomorphe Gruppe ®, die sich nicht in weniger 
als m-360 homogenen linearen Substitutionen schreiben läßt. Wählt man 
die Q, so, daß Q& der Gruppe %, oder der Gruppe %, isomorph wird, so 
wird k=1, m=1, bzw. k=—-1,m=2. Es existieren hier aber auch 
Gruppen “, für die m=3 wird. Die einfachste dieser Gruppen ist die 
zuerst von Herrn Valentiner aufgestellte ternäre Kollineationsgruppe der 
Ordnung 360, die bekanntlich der Gruppe %, isomorph ist. Um die Va- 
lentinergruppe zu erhalten, hat man nämlich für Q,, @, Q;, Q, folgende 
lineare Substitutionen zu wählen: 





43 a8 %  1%10 
, 1 
| LE (—2, +223+4+22,) —a —% 
(100.) 1 | 
= 0% 3 ( 2 — mr m) Ey —a 


wo 
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e- ER, „1-14 VB), 6-4 (-1-iVib) 


zu setzen ist. Diese vier Substitutionen genügen den Gleichungen (99.), 
wobei 7=1, k=o, also m=3 wird*). 
Hieraus folgt zugleich: 

Die Darstellungsgruppe 6, der Gruppe A, ist von der Ordnung 6-360 
und kann als abstrakte Gruppe durch folgende Gleichungen definiert werden: 
C - 03 ” (3 Pr. G 2 (©, C,)° m (C, C,)” Br (0,0,)° . (C; 0) = K", 

(C,C,’=K, (,C,=K°?C,0,, KC,=C,K, K'=E. 

$46. Um nun eine Übersicht über alle mit A, isomorphe Kollinea- 
tionsgruppen zu erhalten, hat man jetzt nur die Charaktere der Gruppe 
ß, zu berechnen. Hierzu haben wir vor allem die Klassen konjugierter Ele- 
mente von (6, zu bestimmen. 

Die 360 Permutationen von W, zerfallen in 7 Klassen ähnlicher 
Elemente, die durch die Permutationen 

E, A=(123), B=(123) (456), C=(12) (34), D=(12) (3456), 

F=-(12345), PP=(13524) 

repräsentiert werden. Drückt man diese Permutationen durch die die 
Gruppe W, erzeugenden Elemente A,, A,, A,, A, aus, so wird 

A=4A,B=4,4,4, C=4, D=4,4,4, F=4, 4, 4.. 
Setzt man entsprechend in der Gruppe (, 

4’=(,, B=(,C0,0,, Ü’=(C, D’=(,(,C,, F=(,(,(C, 
und bezeichnet die durch das Element R einer Gruppe definierte Klasse 
konjugierter Elemente mit (R), so verteilen sich, wie eine elementare 
Betrachtung lehrt, die 6.360 Elemente von 6, auf die 31 Klassen kon- 
jugierter Elemente 
(K°), (4'), (KA'), (B’), (KB’), (C’), (KC’), (K?C’),(K“D'), (K“ P’), (R« F”)**), 
wo & die Werte 0, 1,2, 3,4,5 zu durchlaufen hat. Ferner ist 


(4) = (KR? 4’) = (K'4’), (B')=(K®B')=(K*B’), (C')=(R°C'). 


*) Daß die Valentinergruppe sich nicht in weniger als 3-360 linearen homo- 
genen Substitutionen schreiben läßt, hat zuerst Herr Wiman (Math. Annalen, Bd. 47, 


S. 531) nachgewiesen. 
**), Das Element F’ der Gruppe @, ist von der Ordnung 2-5, daher ist nicht 


F’, sondern F’”’ von derselben Ordnung wie F', 
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Bedeutet o eine primitive sechste Einheitswurzel, etwa die Ein- 
heitswurzel | 
1—iY: 
0o=—0=1ZR, 
so gehört zu jedem einfachen Charakter y(R) von G, eine Zahl y aus der 
Reihe 0, 1,2,3,4,5, so daß für jedes R 
(101.) 4(K'R)=0%y(R) 
wird. Dem Charakter x(R) von 6, entspricht dann eine irreduzible mit 
YA, tsomorphe Kollineationsgruppe des Grades [=y(E), für welche die früher 
betrachtete Zahl k gleich 0° wird. Diese Zahl k=07 ist bereits dadurch 
vollständig bestimmt, daß x(K)=ky(E) ist. Bezeichnet man nun mit /, die 
Anzahl der verschiedenen einfachen Charaktere von 6,, für die % gleich 
o’ wird, so erhält man*) 
.=7,u=h=4, Lel=5, ,=6. 
Für jeden Charakter y(R) genügt es, neben der Zahl 
x(K) 
| kr 
nur noch die Zahlen 
x(E), x(4’), zB’), zlO), DI), FI), FE”) 
anzugeben, da sich die übrigen Zahlen x(R) alsdann auf Grund der Formel 
(101.) und der Gleichung 
(ST RS)=x(R) 
berechnen lassen. Da ferner für den zu y(R) konjugiert komplexen Cha- 
rakter an Stelle der Zahl % die Zahl k=-0” tritt, so kann man sich auf 
die Betrachtung der Fälle 
k=1, k=—1l, k=p, k=—o 
beschränken. In der Tabelle werden die diesen vier Fällen entsprechenden 
Charaktere durch die Zeichen $,n7,{©,9 unterschieden. Zu den sechs in der 
Tabelle angeführten Charakteren & ist noch der Hauptcharakter $,(R)=1 


hinzuzunehmen. Unter #, und %, sind die Zahlen 


zu verstehen. Die Charaktere 
5; x Nn3, 245 n; > Ne3 u; Ga; 9 Is; I, 07 





*) Dies folgt aus dem Satz VI meiner mit D. zitierten Arbeit (vgl. das Zitat 
auf S. 159). 
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gehen auseinander hervor, indem man x, und %,, bzw. Y2 und —YV2 ver- 
tauscht, was ın der Tabelle in abgekürzter Weise angedeutet wird. 











Bi. BR & ET 55 56 71 | N: | Na Ne |Lıe! [; 5 |9ır |94 
| 01 4 4 8 10 3 9 15 6 12 
1 2 —l 1 —1l 0 
i 1 1 —2 —1l 1 0 
0 1 1 0 1 —2| 0 0 0 0 I—1 
0 
0 
0 





0 0 04/23 1 
1 1—-%.2 01% 
1 1—-%ı 01% 


„movnooo 
— 
L 
© 











” 0. —1| 0|—1[|x,, 
Die Charaktere $ und 7 ergeben sich unmittelbar durch Betrachtung 
der von Herrn Frobenius bestimmten Charaktere der Gruppe %, und der 
hier früher bestimmten Charaktere zweiter Art der Gruppe ®, (vgl. Satz 
IX). Die Charaktere &, und £, entsprechen der durch die Substitutionen 
(100.) erzeugten Darstellung der Gruppe GC, und der Darstellung, die aus 
dieser hervorgeht, indem man in (100.) e und = vertauscht. Die übrigen 
Charaktere habe ich folgendermaßen erhalten: 
G=u—h, C,=C6,, = 
In, Heben, Haan HI, Ad hd. 
Hierbei bedeuten £, und £, die zu &, und £, konjugiert komplexen Charaktere. 
$ 47. Die alternierende Gruppe W, wird durch die Permutationen 
A4,= (123), As=(12)(34), A,3-(12)(45), A,=(12)(56), A,= (12) (67) 
erzeugt. Nach den Ergebnissen des $ 4 lassen sich in jeder Gruppe x 
gebrochener linearer Substitutionen, die mit %, isomorph ist, die diesen 
5 Permutationen entsprechenden Substitutionen (bei passender Wahl der 
ın ihnen enthaltenen Proportionalitätsfaktoren) so schreiben, daß ihre 
Koeffizientenmatrizen Q,,... Q, folgenden Gleichungen genügen: 


== 5-di=%=IE, 

(102.) (Qı Q,)” ni Q, Q,)” = (9, Q;) = (% Q,)”= (9; Q,=(Q,9)’= JE, 
(AQ)"=KE, = 1949: = 149: = 19 Rs; 
wobei wieder k=1, j=k°” wird. Für diese Gleichungen gilt in bezug auf 
die Gruppe %, genau dasselbe, wie bei der Gruppe , für die Gleichungen 
(99.). Auch hier lassen sich Gruppen St angeben, für die k eine primi- 
tive dritte Einheitswurzel wird. Die Gleichungen (102.) werden nämlich 
befriedigt, wenn man für Q,,...@, folgende lineare homogene Substitutionen 
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in 6 Variabeln wählt, wobei k=e = — . wird: 
2 A Qı 2 Q; Q; Q,; Q, 
= 2 T, 2, = | & 
, 1 
%=| PR 7 9 (23,43%) | 2 L 
1 
=|0z x %+37,)| x Lo 
( 103. ) 3 Sy 3 3 > ( ,) | zZ 
u ı% (2, +22, +22) 44 T; 7 
’ | 1 1 
%=|0% 5 (22, — %+22,) 5 (23 — %,) | 8 
= 0 | 3 (22, +22,— %) ; (2, —7,) LT 


Ich will noch eine andere Auflösung der Gleichungen (102.) durch 





lineare homogene Substitutionen in 6 Variabeln angeben, für die k=—o wird: 
Q, 2 @, Q; Q, Q, h 
»o=|— z „in +V22,) (il 22, —22,) | ı2, | 92, 
= 0, AN2-i5) Il-mtdn) im im 
v3 V6 
’ 2 1 u 1 h 
(104.) | 0% yS (ix, +V2x,) T (2,— ld z,) ID | I2e 
a 1 | | 
u=|- 7 (—V22,—ız,) „@n+il 2x,) 2, | 92, 
u=| 017; = (x, + V2x,) 7 (dx, + %,) 2, | 9m 
| ) 
u a m (—V22,—i2,) n (-02%,—;) id; 42. 
Hierin ist 
d=V3 +:Y2, d=V3—iV2 





zu setzen. 
Die durch die Substitutionen (103.) und (104.) erzeugten Gruppen 


N 


D, und Q, sind von den Ordnungen 3: = 


der Gruppe X, isomorphen Kollineationsgruppen lassen sich nicht in weniger 


\ Bi 
als 3. bzw. 6- = homogenen linearen Substitutionen schreiben. 


Es ergibt sich zugleich der Satz: 


' 
6 . _» . 
und 6- ;-; die zugehörigen mit 


mY\ 
Die Darstellungsgruppe &, der Gruppe N, ist von der Ordnung 6- — 


und kann als abstrakte Gruppe durch folgende Gleichungen definiert werden: 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 3. 32 
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0G=-Q3=-0=-0=-0G=K, K'=E, KC,=C,K, 
(C, 6,)’=(0,0,)’= (0, 0,°=10,0,)’= (0; 0,’ =(C, G)’=K, 
(O,C,’=K, 0,0,=K?(,C,, 0,0,=K?0,0,, (0,=K?(0,0;. 
Man erkennt auch, daß C, die früher betrachtete Gruppe 6, als 
Untergruppe enthält. 


$ 48. Es sollen nun die Charaktere der Gruppe C, berechnet werden. 


’ ! r . . 
Die 5 — 2520 Permutationen von X, zerfallen in 9 Klassen ähnlicher 


Elemente, die durch die Permutationen 
E, A= (123), B=(123) (456), C=(12)(34), D=(12)(3456), F= (12345), 
@= (12) (34) (567), d= (1234567), 4"=(1765432) 

repräsentiert werden. Es ist ferner 
A=4A, B=4,4,4,, Ü=4,, D=4,4,4, F=4,4,4,, 
@=4,4,4,, H=4,4,4,4,4.. 

Setzt man entsprechend in C, 
A’=C,, B=(C,C,0,, Ü=(, D=0,0,0,, F=(,0,0,, 
@=(,0,0,, H’=(0,0,0,0,(0,, 


so verteilen sich die 6-2520 Elemente von GC, auf die 40 Klassen kon- 
jugierter Elemente 
(K*), (4°), (KA’), (B’), (K B’), (0°), (KC’), (K*C’), (K*D/), (K*F'), 
(@°) , (K@’),, (K*@/), (K* H’), (K° HT), 
wo « die Werte 0,1,...5 durchläuft. Ferner ist 
(4)=(K?4')=(K*4’), (B)=(K?B’)=(K*B'). 
(O)= (KO), (@)= (KR). 

Für die einfachen Charaktere y(R) von 6, gilt genau dasselbe wie 
für die Gruppe GC, (vgl. $45). Bedeutet wieder /, die Anzahl der Cha- 
raktere y(R), für die 

4(K"R)=0y(R) POERPENE = > 


2 


wird, so erhält man hier 
u=9, ,=4,=5, ,=l,=7, L,=17. 
In der nachstehenden Tabelle werden wieder die den vier allein zu be- 
trachtenden Fällen 
z(K’R)=y(R), «(K’R)=(—1)°x(R), 
x(K“R)=e*y(R), x(K’R)=(—-o)’x(R) 








ni me OS Be m CH u A Bl 
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entsprechenden Charaktere mit &,n7,5,%9 bezeichnet. Auch hier wird der 
Hauptcharakter &,(R)=1 nicht besonders angeführt. Für 4, und 4, hat 


man zu Setzen 
































u tits v7 Bm. ei. va 

ya 9 E_ Be > ® 
Si San | | Se | 5 | | Ny2 | Maya | Ns | Ne | Na KELAE® u C; Carl Iı2 Isa 9 
E |6| ‚10114 14 15 2135| 4 | 14 20 20 36| 6 15 15 21 21124] 6 24 36 
4’ 311121313 12 | -—2 4,2 0 000.000] 0,00 
B |0/1/-12|0j0-1] ı | —1|-12/0[0/0)0/0/0)0| 0 |o 0 
ce j2-22 2-11-10|0[/000[2-13/130| 00/0 
D 00/0/0 —1-11|0 +y20/00|0o-11-11,0|+y2, 00 
Fr |1ıjo-ı1-10/1/0o|ı | ı [oJjo-ıJı/jejo/ılı -H —ı | 1-1 
e@ —ı 1/2 -ı-11ı-10)010/0/0|2 20-20 0/0100 
Ha 11,0 0/ı)0o/ofa, o -ı-ıl ıFLıı)ı)0 0%] ira. 1 
B-_1,0|olıjlolof,. o "ı-lıFhLıı)ı,0o/oßa,i-ria,lı 





Die URN! 5 und n ergeben sich wieder aus den Charakteren 
der Gruppe X, und den Charakteren zweiter Art der Gruppe %,. Der 
Charakter {, entspricht der durch die Substitutionen (103.) erzeugten Dar- 
stellung der Gruppe G,. Zur Berechnung der übrigen Charaktere kann 
man sich folgender Gleichungen bedienen: 


&(R R)-5| RER, GE Unbäh, Bebia-bsth, 
ei, er eln, delm, Hemd, 
9,=- Em 2-23, Hm 2-23 I. 

Hierbei bedeutet £, den zu £, konjugiert komplexen Charakter. Dem 


Charakter 9, entspricht die durch die Substitutionen (104.) erzeugte Dar- 
stellung der Gruppe G,. 

$ 49. Zu jedem einfachen Charakter y von C,(v=6,7) gehört eine 
mit der Gruppe X, isomorphe irreduzible Kollineationsgruppe des Grades 
z(E), die mit (x) bezeichnet werden möge. Ist y(K) 


! 
hört die Einheitswurzel k zum Exponenten m, so läßt sich K(y) in m 3 


i > y! ER: 
aber nicht in weniger als Mm homogenen linearen Substitutionen schreiben. 


—ky(E) und ge- 


Es soll nun untersucht werden, welche unter den Gruppen $t(y) als wesent- 
lich voneinander verschieden anzusehen sind, wenn man zwei konjugiert 
komplexe Gruppen und ferner zwei adjungierte Gruppen nicht voneinander 
unterscheidet (vgl. Einleitung). 
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Dem äußeren Automorphismus „4 der Gruppe X,, der dadurch ent- 
steht, daß man in den Zykeln der Permutationen von X, die Ziffern 1 
und 2 vertauscht, entspricht, wie man leicht erkennt, ein Automor- 
phismus ] (3) der Gruppe €,, der dadurch charakterisiert ist, daß 

E*=K", = 80,082 =K'C, («>1) 
wird. Ferner führt Z' bei der Gruppe 6, die Klassen konjugierter Ele- 
mente (D’) und (F’) in (K?D’) und (F”) über, ebenso bei der Gruppe GC, 
die Klassen (D’) und (#’) in (K?D’) und (H’"). Dagegen bleiben für 
v=6 die Klassen 
(E), (4°), (B’), (C°) 
und für v=7 die Klassen 
(E), (4), (B), (C'), (F), (@) 

ungeändert. 

Ist nun %(R) ein einfacher Charakter von 6,, so bilden auch die 
Zahlen 

7 (R)=x(R*) 
einen einfachen Charakter von @,. DBezeichnet man noch die zu 7 und 
4* konjugiert komplexen Charaktere mit % und y’, so wird, da 
z(K)=x(KT) und z(K) konjugiert komplexe Zahlen sind, 
x(K)=yx(K) x(K)=x(K), 

so daß also für x und %’” die Einheitswurzel k denselben Wert erhält. 
Ferner wird für die Gruppe 6, insbesondere 

KISTEN EAN) 
und für die Gruppe G, 

ED) =D) =KulD), HH) = HT) =KHT). 

Wenden wir uns nun zur Betrachtung der Kollineationsgruppen 
(x), so können wir sagen: die zu (x) adjungierte Gruppe ist Si(x*), die 
zu (x) und K(%*) konjugiert komplexen Gruppen sind (x) und Six’). 
Wir bezeichnen X(y’) als die zu $(x) koadjungverte Gruppe. Bezüglich 
der in unseren Tabellen angegebenen Charaktere der beiden Gruppen 6, 
ergibt sich insbesondere folgendes: Für v=6 sind 


(53), RE); Rn), Ka); Km), R(ne) 
adjungierte und 


U), 5 RI) RI) RI), RI) 
koadjungierte Gruppen. Ebenso sind für v=7 
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2), Ks); Klmı), Kr); Rn), Km) 


(91), R() 


adjungierte und 


koadjungierte Gruppen. 

Bemerkenswert ist, daß die zu den algebraisch konjugierten Cha- 
rakteren &, und L,, bzw. 9, und 9, von 6, gehörenden Kollineations- 
gruppen &(L,) und K(L,), bzw. S(9,) und S(9,) weder als konjugiert 
komplexe, noch als adjungierte oder koadjungierte Gruppen erscheinen, 
also in dem von uns festgesetzten Sinn als wesentlich voneinander ver- 
schieden zu betrachten sind. Diese Gruppen lassen sich aber jedenfalls 
als Gruppen mit konjugiert algebraischen Koeffizienten schreiben. 

Bei der Gruppe %, hat man noch den Automorphismus zu berück- 
sichtigen, der dem Zyklus (123) die Permutation (123) (456) zuordnet. 
Durch diesen Automorphismus werden, wie aus der Tabelle der Charaktere 
von G, leicht geschlossen werden kann, die Gruppen $t(&,) und (n,) in 
die Gruppen &(&,) und $t(n,) übergeführt. Die Gruppen t(&,) und x ($,), 
bzw. S(n,) und (7) können daher so geschrieben werden, daß sie die- 
selben Substitutionen enthalten, und werden ebenfalls als nicht vonein- 
ander verschieden angesehen (vgl. $ 42). 

Wir gelangen zu folgendem Schlußresultat: 

Jede mit der alternierenden Gruppe U, (v=6,7) isomorphe Kollinea- 


! 
tionsgruppe N läßt sich als Gruppe von m homogenen linearen Substitutionen 
schreiben, wo m eine der Zahlen 1,2, 3,6 ist. Unter den irreduziblen Gruppen 
K sind für v=6 nur 13 und für v=7 nur 23 wesentlich voneinander ver- 


schieden. Die Grade dieser Kollineationsgruppen sind in den folgenden Ta- 
bellen enthalten: 











mM = | ma | m I a 


5,8,9,10| 4,8,10 3,68,9,15 6,2 








Gruppe N, 























m= a Tr m=3 I m-6 


6, 10, 14, 14, 15, 21, 35 |4, 14, 20, 20, 36 6, 15, 15, 21, 21, 24, 24 6, 24, 24, 36 . 
$ 50. Vergleicht man die vorstehenden Tabellen mit den in $ 42 
und $43 angegebenen Tabellen der Zahlen f,,,,,,... und g, ,‚.,,... und berück- 
Journal für Mathematik. Bd, 139. Heft 3. 33 
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sichtigt man die Resultate, die wir in $ 44 über das Größenverhältnis 
dieser Zahlen gewonnen haben, so erhält man den Satz: 

Man bezeichne eine mit der symmetrischen Gruppe ©, isomorphe 
Kollineationsgruppe mit &® oder &P, je nachdem sie sich in n! homogenen 
linearen Substitutionen schreiben läßt oder nicht. Unter s® und s® verstehe 
man die kleinsten unter den Graden der Gruppen &®, bzw. ©®. Die ent- 
sprechenden Zahlen für die alternierende Gruppe U, bezeichne man mit a! 
und a®, Dann ıst für n>4*) 

s®=n—l, wog] 
a®d=n—1, a®=2 
Eine Ausnahme bilden bei der alternierenden Gruppe die beiden Fälle n=5 
und n=6; es ist nämlich 
a=3, =. 

Hierin ist zugleich der zuerst von Herrn A. Wiman**) bewiesene 
Satz enthalten, der besagt, daß für n>7 weder die Gruppe ©, noch die 
Gruppe %, einer Kollineationsgruppe isomorph sein kann, deren Grad 
kleiner als n—1 ist. 


*) Die Zahlen s® und a@ haben nur für n>4 einen Sinn. Für n<4 
kommt noch hinzu 





Pe=1, Pe, Pe 
**) Math. Annalen, Bd. 52, S. 243. 


Inhaltsübersicht. Be 

BIER. > re een Bruni lee eine lan a ante 155 

Abschnitt I. Die Darstellungsgruppen der Gruppen &, und %. . . 22.2... 160 
II. Über die Einteilung der Elemente der Gruppen 7, und 3, in 

Klassen konjugierter Elemente . . . . 2. 2. 22 2 2 2 2... 171 

II. Über die Zuordnung der Elemente der Gruppen ©, und %, . . . 178 


IV. Allgemeine Eigenschaften der Charaktere der Gruppen 7, und ®„ 183 
V. Über die zu den Charakteren der Gruppen 7, und B,„ gehörenden 


I BORKEN 5 5 a ei 193 

VI. Die Hauptdarstellung zweiter Art der Gruppe 3... . . . 2... 197 

n - VE. le 206 
‚„ VI. Einführung des Begriffs der Charakteristik. . . . .. 222... 214 


„ IX. Über die Funktionen Q,,,»,,...,, 
X. Bestimmung der einfachen Charaktere der Gruppen 7, und ®,. . 231 
XI. Die alternierenden Gruppen mit sechs und sieben Vertauschungsziffern 240 











Über die Uniformisierung beliebiger analytischer 


Kurven. 


Zweiter Teil: 


Die zentralen Uniformisierungsprobleme. 
Von Herrn Paul Koebe in Leipzig. 


Inhaltsübersicht. 


Seite 
Einleitung . . . - a a ae Be 
$1. Formulierung der seat iltensilisiigipschliine A, B, C, D, E. ee 
$2. Die Natur der Überlagerungsflächen #,#',#,,#,, &, und der Unitätssatz . . - : . 28 
$3. Konstruktion der Überlagerungsflächen #,#', p, ‚eb, 7 ig N a 
$4. Existenz der gesuchten Uniformisierungstranssendenten. Zugsariaate Gruppe und wub- 
hängiges Erzeugendensystem derselben . . . . er Er 5 
$5. Die Alternative des euklidischen und nichteuklidischen Falles isn las; se ‚A 
S6. Der Fall der algebraischen Kurven: Konstruktion der Überingorungsflächen: die Alter- 
native des euklidischen und nichteuklidischen Falles . . . . 284 
$ 7. Beziehung der zentralen Uniformisierungsprobleme zu den nichteuklidischen diskontinuier- 
a ee ee ee 
Einleitung. 


Die vorliegende Abhandlung ist die Fortsetzung der in Bd. 138 
dieses Journals (1910) erschienenen Abhandlung des Verfassers „Über die 
Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. Erster Teil: Das allge- 
meine Uniformisierungsprinzip‘“, eine Abhandlung, welche im folgenden als 
„erster Tei‘‘ zitiert werden soll. 

In der vorliegenden Abhandlung werden auf Grund des im ‚ersten 
Ted‘ begründeten allgemeinen Uniformisierungsprinzips speziell diejenigen 
zu einer beliebigen analytischen Kurve (x, y) gehörenden Uniformisierungs- 
transzendenten t(z, y) bestimmt, bei welchen, allgemein-zu reden, die Funk- 
tionen z(t) und y(t) simultan eindeutige automorphe Funktionen mit 


einem Grenzkreise oder Symmetriekreise werden. Wird der Kreis als Achse 
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des Reellen normiert, so werden die erwähnten automorphen Funktionen 
Funktionen, welche bei einer Gruppe reeller linearer Substitutionen simultan 
ungeändert bleiben*). Es handelt sich wesentlich um die genauere Begrün- 
dung der von mir in meiner ersten Mitteilung ‚Über die Uniformisierung 
beliebiger analytischer Kurven“ (Nachr. der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Göttingen 
1907) aufgestellten Uniformisierungstheoreme, welche sich zum Teil auf 
beliebige reelle oder komplexe analytische Kurven, zum Teil nur auf 
beliebige reelle analytische Kurven beziehen. Diese Theoreme stellen die 
naturgemäße und ihrem Umfange nach in sachgemäßer Vollständigkeit 
gegebene Ausdehnung der von mir in der Abhandlung ‚‚Über die Unifor- 
misierung der algebraischen Kurven. I.“ (Math. Ann. Bd. 67,1909) begründeten 
Uniformisierungstheoreme auf beliebige analytische Kurven dar, namentlich 
des von Herrn Klein (Math. Ann. Bd. 20) und Herrn Poincare (Acta math. 
Bd. 1 und 4) entdeckten fundamentalen @renzkreistheorems. War das letzt- 
genannte Theorem insbesondere bei der Aufstellung der erwähnten auf beliebige 
reelle oder komplexe analytische Kurven sich beziehenden Uniformisierungs- 
probleme vorbildlich, so wurzeln die auf reelle analytische Kurven sich bezie- 
henden in einem von Herrn Klein für symmetrische algebraische Riemann- 
sche Flächen gefundenen, auf beliebige symmetrische Riemannsche Flächen 
jedoch übertragbaren Satze, durch welchen die von Herrn Klein gegebene 
Unterscheidung der ‚‚orthosymmetrischen‘‘ und ‚‚diasymmetrischen‘“ Riemann - 
schen Flächen begründet wird. Genauer wird der Kreis der ın vorliegender 
Abhandlung behandelten Uniformisierungsprobleme durch die Bemerkung 
charakterisiert, daß diese Probleme in «ıhrer Gesamtheit alle diejenigen Unv- 
formisierungsprobleme darstellen, bei welchen die zugehörenden eigentlich dıs- 
kontinuierlichen linearen Substitutionsgruppen als diskontinwerliche Bewegungs- 
gruppen der absoluten Geometrie (Riemannsche, Euklidische, im allgemeinen 
Bolyai-Lobatschefskysche Geometrie) mit endlich oder unendlich vielen 
Gruppenerzeugenden interpretiert werden können. Auch gibt umgekehrt die Unv- 
formisierung ein Mittel, alle eigentlich diskontinwierlichen Bewegungsgruppen 
der nichteuklidischen (Geometrie zu bestimmen. 


*) Herr Poincare bezeichnet diese Funktionen in seiner Abhandlung „Sur 
l'uniformisation des fonetions analytiques“ (Acta math. Bd. 31, 1907) als „fonctions 
fuchsoides“‘ in Analogie zu den von ihm früher (1882) als „fonetions fuchsiennes“ 
bezeichneten Funktionen. 
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Die Aufmerksamkeit der Forscher zum ersten Male in Richtung 
des Problems der Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven gelenkt 
zu haben, insbesondere im Sinne der Verallgemeinerung des erwähnten 
„Grenzkreistheorems‘‘, ist das Verdienst von Herrn Poincare, welcher in seiner 
Abhandlung ‚Sur un th&oreme de la theorie generale des fonctions“ (Bull. 
de la Soc. math. de France, t. XI, 1883), das bezeichnete Problem ur- 
sprünglich in Angriff nahm. Mit der direkten Anknüpfung an diese Porn- 
caresche Abhandlung begann die neue Entwicklung auf dem Gebiete der 
Uniformisierungstheorie, nachdem Herr Hilbert in seinem Pariser Vortrage 
(1900) von neuem auf die fundamentale Poincaresche Fragestellung hinge- 
wiesen hatte in dem Problem 22: ‚Uniformisierung analytischer Bezie- 
hungen durch automorphe Funktionen“. 


$ 1. Formulierung der zentralen Uniformisierungsprobleme. 


Es sei (z,%) irgendeine reelle*) oder komplexe analytische Kurve, 
F die zu der analytischen Funktion y(z) gehörende Riemannsche Fläche, 
von welcher wir nur die inneren Punkte als zur Fläche gehörig betrachten 
wollen, d. s. diejenigen Punkte der Fläche F, an welchen die Funktion 
y(z) den Charakter einer rationalen oder algebraischen Funktion von x 
besitzt. Jedem Zweige der analytischen Funktion y(z) entspricht ein- 
eindeutig ein ganz bestimmtes Blatt der Fläche F. Wir fassen zugleich 
mit der Funktion y(z) alle diejenigen analytischen Funktionen von x auf, 
welche als Funktionen des Ortes auf der Fläche F überall definiert sind 
und durchweg den Charakter einer rationalen Funktion von x,%y haben. 
Letztere Forderung ist gleichbedeutend mit der anderen Forderung, daß 
die betreffenden Funktionen an jedem Punkte der Fläche F den Charakter 
einer algebraischen Funktion von x haben und außerdem relativ zu F un- 
verzweigt sind. Dabei wird eine solche Funktion, die wir etwa mit 7 (x, %) 
bezeichnen wollen, im allgemeinen relativ zu F unendlich-vieldeutig sein. 
Unsere Forderung gilt dann für alle relativen Zweige der Funktion 7(x, %). 
Zur Klasse der Funktionen 7 (z,y) gehören offenbar die Größen x und y selbst. 

Wir stellen nun als erstes Problem das folgende. 

Problem A. Es soll eine Funktion t(x,y) von folgenden Eigenschaften 
bestimmt werden: Die Funktion t(x,y) soll der Klasse der Funktionen 1 (x,y) 


*), Eine analytische Kurve (x, ) heißt reell, wenn dieselbe mindestens einen 
reellen Zug besitzt. 


34" 
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angehören, und es soll jede Funktion r(x,y) eine eindeutige Funktion von t 
sein, insbesondere sollen also auch x und y eindeutige Funktionen von 
t sein*). 

Die Größe t ıst also indemin $1 des ersten Teiles definierten Sinne 
eine zur Kurve (x,y) gehörende, relativ unverzweigte uniformisierende 
Variable. 

Indem man z als Funktion von t betrachtet, hat man offenbar eine 
Willkür in der Wahl der relativen Zweige 7(z,y) und t(x,y), welche man 
sich ursprünglich bei der Bildung der Funktion r(t) zugeordnet denkt. 
Unsere in A gestellte Bedingung der Eindeutigkeit der Funktion z(t) in 
dem Gebiete 7 soll erfüllt sein, wie man auch die Wahl der zugeordneten 
Zweige trifft. Hierin liegt, beiläufig bemerkt, daß die Funktion t(x,y) 
selbst relativ regulär sein soll, da nun auch je zwei Zweige dieser Funk- 
tion den gestellten Bedingungen gemäß eindeutige Funktionen voneinander 
sein müssen. (Vgl. die Begriffsbestimmung in $ 1 des ersten Teiles). Die 
entsprechenden Bemerkungen gelten für die Probleme B,C,D,E. (Vgl. 
zu den vorstehenden Bemerkungen S. 277 unten.) 

Um zum zweiten Problem zu gelangen, denken wir uns auf der 
Fläche F unendlich viele einzelne (singuläre) Punkte markiert, welche sich 
im Innern der Fläche F nicht häufen und folglich eine abzählbare Menge M 
bilden. Von dieser Menge können somit stets nur endlich viele Punkte 
einem einschließlich seiner Begrenzung inneren Teilbezirke der Fläche F 
angehören. Wir bezeichnen jetzt als Funktionen r’(z,y) alle diejenigen 
Funktionen auf der Fläche F, welche, abgesehen von den Punkten der 
Menge M, an allen Punkten der Fläche F den Charakter rationaler Funk- 
tionen von x und y haben, an den Punkten der Menge M sich jedoch 
verzweigen können und zwar so, daß sie sich an jedem dieser Punkte nach 
einer vorgeschriebenen endlichen oder unendlich großen Anzahl von Um- 


*), Die Eindeutigkeit der Funktion z(f) wird dabei nur in dem Sinne gefordert, 
daß z(t) bei Beschränkung der Variablen t auf den Wertebereich T dieser Variablen, 
wie derselbe in $1 des ersten Teiles definiert ist, eindeutig sein soll. Darüber hinaus 
kann die Funktion (ft) unter Umständen vieldeutig werden. Andererseits ist hervor- 
zuheben. daß z. B. für die Funktionen x (t) und y(t) der vollständige simultane Exıstenz- 
bereich durch T dargestellt wird, so daß über 7 hinaus keine simultane analytische 
Fortsetzung möglich ist. Entsprechende Bemerkungen gelten für die Größen f’, t,, 
is, %& (Problem B, C, D, E). 
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läufen reproduzieren*), wobei nicht ausgeschlossen ist, daß sie sich auch schon 
nach weniger Umläufen, deren Anzahl dann aber stets ein genauer Teil der vor- 
geschriebenen Zahl ist, reproduzieren. Die dem einzelnen singulären Punkte 
zugeordnete ganze Zahl heiße die diesem Punkte zugeordnete Verzweigungs- 
zahl. Die 7’-Klasse ist also erst nach Angabe der Punktmenge M und der 
Verzweigungszahlen bestimmt. Wir stellen nun folgendes weitere Problem. 

Problem B. Es soll eine Funktion U’(z,y) von folgenden Eigen- 
schaften bestimmt werden: Die Funktion t!’(x,y) soll der Klasse der Funktionen 
t’(x,y) angehören. Außerdem soll jede Funktion ı’(x,y) eine eindeutige 
Funktion von t' sein; insbesondere sollen also auch x und y selbst eindeutige 
Funktionen der Größe t’ sein. 

Um zu den weiteren zu erörternden Problemen zu gelangen, legen 
wir jetzt spezieller eine reelle analytische Kurve (z,y) zugrunde. Eine 
solche Kurve wird eine bestimmte endliche oder unendlich große Anzahl 
reeller Züge haben, die teils geschlossen, teils ungeschlössen sind. Be- 
zeichnet F,**) die Rremannsche Fläche der Funktion y(z), so wird dieselbe 
offenbar eine Symmetrie in bezug auf die Achse des Reellen besitzen, wo- 
bei je zwei Punkte der Fläche F,, denen konjugiert imaginäre Kurven- 
punkte entsprechen, sich gegenseitig zugeordnet sind. Zwei Punkte des 
Gebildes (z,y) nennen wir dabei konjugiert, wenn sowohl die x-Koordı- 
naten als auch die y-Koordinaten konjugiert imaginäre Werte haben. Den 
reellen Zügen der Kurve (z,y) entsprechen auf der Fläche F, bestimmte, 
teils geschlossene, teils ungeschlossene Linien, die wir als die Symmetrie- 
linven der Fläche F, bezeichnen. Ist insbesondere die Symmetrielinie un- 
geschlossen, so nähert sie sich, nach welcher Seite hin man sie auch ver- 


folgt, der Grenze der Fläche F,***), 


*) Der Ausdruck „sich nach unendlich vielen Umläufen reproduzieren“ soll 
nicht mehr besagen, als daß die betreffende Funktion sich überhaupt in dem be- 
treffenden Punkte verzweigen darf, wobei es gleichgültig ist, ob von endlicher oder 
unendlich hoher Ordnung. 

**, Der Index s soll auf die Symmetrie der Fläche F hinweisen. 

***) Der Ausdruck „eine Linie auf einer beliebigen, allgemein zu reden, un- 
endlich -vielblättrigen Rremannschen Fläche F nähert sich der Grenze der Fläche F* 
soll bedeuten: wenn man F als Grenze von Näherungsflächen F = lim F,„ auffaßt, wie 


n=W 


in $2 des ersten Teiles, so tritt die Linie nach und nach aus jedem Näherungsbe- 
reiche mit noch so hohem Index heraus, ohne je wieder in denselben zurückzukehren. 
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Wir betrachten nun die Klasse aller derjenigen Funktionen z,(x,%), 
welche erstlich die Eigenschaft haben, der S. 253 für beliebige Flächen 
F, also auch für F, definierten z-Klasse anzugehören, und zweitens die 
Eigenschaft an den reellen Punkten der Kurve (x,%), d.ı. also auf den 
Symmetrielinien der Fläche F, in allen ihren relativen Zweigen nur reelle 
Werte anzunehmen*). Wir stellen sodann folgendes Problem. 

Problem C. Es soll eine Funktion 1,(x,y) mit folgenden Eigen- 
schaften bestimmt werden: Die Funktion r,(x,y) soll erstens der r,- Klasse 
angehören, und zweitens sollen alle Größen der 1,- Klasse eindeutige Funktionen 
der Größe t, werden, insbesondere also auch x und y selbst. 

Weiter wollen wir die Klasse aller derjenigen Funktionen 7; (x, y) 
betrachten, die erstens einer bestimmten 7’- Klasse (s. die Definition S. 254) 
angehören, und zweitens auf den reellen Zügen der Kurve (z,y) in allen 
relativen Zweigen nur reelle Werte annehmen. 

Damit die zweite Bedingung ( Realıtätsbedingung) mit der ersten ın 
Einklang ıst, hat man behufis Angabe der 7’-Klasse die Menge M der 
sıngulären Punkte und die zugeordneten Verzweigungszahlen paarweise 
symmetrisch zu geben, wobei außerdem kein Punkt der Menge M auf einer 
Symmetrielinie unserer Fläche F, gegeben werden darf. Wir stellen nun 
folgendes Problem. 

Problem D. Es soll eine Funktion t;(x,y) mit folgenden Eıgen- 
schaften bestimmt werden: Die Funktion t.(xz,y) soll der r/- Klasse ange- 
hören, und es sollen alle Funktionen der t!-Klasse, also auch die Größen x 
und y selbst eindeutige Funktionen von t; werden. 

Wir gehen noch einen Schritt weiter, indem wir uns denken, daß 
wir die Symmetrielinien der Fläche F, bzw. die reellen Kurvenzüge der 
Kurve (z,%) nicht vollständig für die Realitätsbedingung der zu be- 
trachtenden Funktionenklasse heranziehen, sondern nur Teile derselben 
markieren, die wir als Realitätszüge**) bezeichnen. Dabei kann eine einzelne 
vollständige Symmetrielinie nun entweder ganz außer Betracht gelassen 


*) Die Fläche F, kann an sich noch andere Symmetrielinien besitzen außer 
den von uns betrachteten, welche den reellen Kurvenpunkten entsprechen. Für uns 
kommen jedoch hier nur diejenigen in Betracht, welche auf Grund der gewählten 
reellen Darstellung der Kurve (2,%) bevorzugt sind. 

**, Vel. die Definition der Realitätszüge in meiner Abhandlung „Über die Uni- 
formisierung der algebraischen Kurven. I.“ (Math. Ann. Bd. 67, S. 176 und 189.) 
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werden, oder aber es sind auf einer solchen endlich oder unendlich viele 
Stücke als Realitätszüge markiert. Diese Stücke sollen jedoch so gewählt 
sein, daß an keinem inneren Punkte einer einzelnen Symmetrielinie der 
Fläche F, eine Häufung der Realitätszüge entsteht; auf einer geschlossenen 
Symmetrielinie können also nur endlich viele voneinander verschiedene 
Stücke derselben als Realitätszüge markiert werden. Wir bezeichnen die 
Klasse aller derjenigen Funktionen, welche erstens bei passender Bestimmung 
der Menge M der singulären Punkte alle einer und derselben bestimmten, 
sogleich näher zu charakterisierenden z’-Klasse angehören und zweitens 
auf den markierten Realitätszügen in allen ihren relativen Zweigen nur 
reelle Werte annehmen, als eine z//-Klasse, indem wir eine einzelne der- 
artige Funktion mit 7, (z,%) bezeichnen. 

Die Bestimmungsstücke der z’-Klasse, in welcher alle Funktionen 
der r/'- Klasse enthalten sein sollen, hat man, um mit der Realitätsbedingung 
in Einklang zu bleiben, folgenden Bedingungen entsprechend zu wählen. 
Erstens darf kein Punkt der Menge M der singulären Punkte auf einem 
Realitätszuge liegen, es sei denn, daß dieser Punkt ein im Innern der 
Fläche F, liegender Endpunkt eines Realitätszuges ist. An einem solchen 
Endpunkt wird jede Funktion unserer 7’’-Klasse wegen der gestellten 
Realitätsbedingung sich spätestens nach zwei vollständigen Umläufen um 
diesen Punkt reproduzieren. Man wird demgemäß einen solchen Endpunkt 
stets als einen Punkt der Menge M zu betrachten haben, wobei die diesem 
Punkte zugeordnete Verzweigungszahl gleich 2 ist. Im übrigen sind 
die Punkte der Menge M mit den zugeordneten Verzweigungszahlen auf 
F, paarweise symmetrisch zu geben, wobei jedoch jetzt auch ein Punkt 
sich selbst entsprechen darf, indem derselbe auf einem Stücke einer Sym- 
metrielinie liegt, welches nıcht als Realıitätszug markiert ist. Die einfachste 
t.-Klasse wird erhalten, wenn außer den innerhalb F, liegenden End- 
punkten der Realıtätszüge keine weiteren Punkte als relative Verzweigungs- 
punkte markiert werden. 

Wir stellen jetzt folgendes Problem. 

Problem E. Es soll eine Funktion t} (x, y) bestimmt werden, welche 
erstens einer gegebenen 1, -Klasse angehört und zweitens so beschaffen ist, 
daß alle Funktionen dieser ı,- Klasse, insbesondere also auch die Größen x 


und y eindeutige Funktionen der Größe t, werden. 
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$2. Die Natur der Überlagerungsflächen b,&b’,$,,&/,&’ und der Unitätssatz. 
a) Analyse des Problems A*). Der Unitätssatz. 


Gemäß der in $1 des ersten Teiles entwickelten Auffassung zer- 
fällt jedes der im vorhergehenden Paragraphen gestellten Uniformisierungs- 
probleme in ein Analysıs-situs-Problem und ein Abbildungsproblem. 

Es ıst jetzt vor allem der Nachweis zu liefern, daß die zu der 
gesuchten Funktion t(x,y) (Problem A) sowie die zu der gesuchten Funktion 
t'(z,%) (Problem B) gehörende Überlagerungsfläcke $ bzw. &’ einfach 
zusammenhängend ist, daß ferner die zu der Funktion i,(x,y) (Problem C) 
sowie die zu der Funktion £, (x,%y) (Problem D), ferner die zu £!’ (x,%y) (Problem E) 
gehörende Überlagerungsfläche &, bzw. &/, &’’ in zwei zueinander symme- 
trısche einfach zusammenhängende Hälften zerfällt, wenn man sich jede der 
letzteren Flächen in allen ihren relativen Blättern (relativ zur Fläche F,) 
längs allen Realitätszügen **) aufgeschnitten denkt. 

(sehen wir zu dem Zwecke aus von der Annahme, daß es eine 
Größe t(z,y) von den verlangten Eigenschaften gibt, so wird vermittelst 
der Funktion t(x,%y) die Fläche &® umkehrbar eindeutig und konform auf 
ein schlichtes Gebiet T, nämlich das Wertegebiet der Variablen t abgebildet. 
Wäre nun das Gebiet 7 nicht einfach zusammenhängend, so könnten wir 
ın der £-Ebene zwei verschiedene Punkte a und b wählen, von welchen 
keiner dem Innern des Bereichs 7’ angehört, wohl aber auf der Grenze 


_— 


desselben liegen kann. Die Funktion y =, kann dann als Funktion des 


Ortes auf der Fläche 2, mithin auf der Fläche F auigefaßt werden. Als 
solche gehört sie jedenfalls der 7-Klasse an und müßte auf Grund einer 
der Größe t auferlegten Bedingung eine eindeutige Funktion der Größe t 
in dem Gebiete 7 sein. Das letztere ist jedoch nicht der Fall, sobald 
man a und b so wählt, daß beide von verschiedenen Begrenzungslinien 
des Bereichs T umschlossen werden oder auf denselben liegen. 


*) Wir setzen im folgenden ($ 2—5) zunächst voraus, daß die zu uniformi- 
sierende Funktion y(xz) nicht algebraisch ist, so daß also die Riemannsche Fläche F 
nicht geschlossen ist. In $6 widmen wir dem algebraischen Falle eine besondere 
Untersuchung. 

**), Im Falle der Probleme C. und D ist das vollständige System der Symme- 
trielinien bzw. reellen Züge der Kurve (z,y) als System der Realitätszüge zu 


betrachten. 
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Nachdem festgestellt ist, daß die Fläche & sowie der Bereich 7 *) 
einfach zusammenhängend sein müssen, können wir nun auch erkennen, 
daß die Funktion i(x,%) durch ihre Eigenschaften bis auf eine Normierung 
vollständig bestimmt ist. Offenbar kann man, wenn eine Funktion t(x, %) 
von den verlangten Eigenschaften gefunden ist, von dieser Funktion da- 
durch zu einer anderen Funktion mit denselben Eigenschaften übergehen, 
daß man eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung der Fläche 7, 
d. i. ihres Innern, auf einen ebenfalls schlichten Bereich T macht. Ist 
t(t) die abbildende Funktion, so ist t, betrachtet als Funktion von (x, y), 
offenbar ebenfalls eine Funktion mit den für £ verlangten Eigenschaften. 
Um die gesuchte Funktion t(x, y) zu einer bestimmten zu machen, müssen 
wir noch die Form des Bereichs 7 normieren. Nun ist es auf Grund 
unseres allgemeinen Abbildungstheorems**), welches wir im ersten Teile be- 
wiesen haben, insbesondere möglich, den schlichten Bereich T umkehrbar 
eindeutig und konform auf einen von einem Schlitze bzw. einem einzelnen 
Punkte begrenzten schlichten Bereich abzubilden, von welch letzterem 
Bereiche wir durch elementare Operationen zur Fläche des Einheitskreises 
bzw. der ganzen Ebene exklusive des unendlich fernen Punktes übergehen 
können. Wir haben folgende Fälle zu unterscheiden: 

a. Der Bereich 7T wird von der ganzen Ebene exklusive eines und 
nur eines Punktes der Ebene gebildet. In diesem Falle können wir uns 
den ausgeschlossenen Punkt durch lineare Transformation zum unendlich 
fernen Punkte gemacht denken. Dann ist der Bereich normiert. 

b. Der Bereich T wird von einer zusammenhängenden Linie be- 
grenzt. In diesem Falle findet die Normierung auf eine endliche Kreis- 
fläche, etwa auf den Einheitskreis oder auf die obere Halbebene (Halb- 
ebene oberhalb der Achse des Reellen) statt ***). 

Indem wir uns vorstellen, daß wir durch stereographische Projektion zur 
Kugel übergehen, können wir die genannten drei Fälle zweckmäßig bezeichnen als 


*, & und T sind umkehrbar eindeutig konform aufeinander abgebildete Flächen. 
**) Vgl. auch die den Fall des einfach zusammenhängenden Bereichs besonders 
betreffende Untersuchung in dem Abschnitt A meiner Note „Über die Hilbertsche 
Uniformisierungsmethode“. Gött. Nachr. 1910. 
***, Da die Atvemannsche Fläche F hier ungeschlossen vorausgesetzt wird, kann 
offenbar auch der Bereich 7 nicht geschlossen sein. 


Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 4. 35 
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a. Fall der punktverten Kugel, 

b. Fall der Kugelkalotte. 

Mit Rücksicht auf die sich ergebenden Beziehungen zur euklidischen 
bzw. nichteuklidischen Geometrie können diese Fälle bezeichnet werden als 

a. euklidischer Fall, 

b. nichteuklidischer Fall. 

Einige Bemerkungen mögen noch erläutern, warum in den genannten 
Fällen a und b die Normierung in der angegebenen Weise stattzufinden 
hat. Im Falle a kann eine Funktion i(t), welche eine umkehrbar ein- 
deutige konforme Abbildung des Innern des Bereichs T auf einen ebenfalls 
schlichten Bereich 7 leistet, nur eine lineare Funktion von t sein. Denn, 
wenn etwa if, ein innerer Punkt des Bereichs T ist, so wird die Funktion 


TE, z eine solche Funktion von ? sein, welche nur an einem Punkte des 
Gebiets T unendlich wird, und zwar von der ersten Ordnung, und welche 
in der Umgebung des Grenzpunktes von T dem absoluten Betrage nach 
unterhalb einer endlichen Schranke bleibt, so daß sie auf Grund eines 
bekannten Satzes auch in dem Grenzpunkte selbst sich regulär verhalten 
muß. Im Falle b handelt es sich nur darum, zu entscheiden, ob der 
Bereich T in den Bereich einer endlichen Kreisfläche oder der ganzen 
Kbene exkl. des unendlich fernen Punktes verwandelt werden kann. Das 
letztere ist darum auszuschließen, weil alsdann die inverse Funktion £(t) 
zufolge der unmittelbar vorher im Falle a angestellten Überlegung sich 
notwendig auf eine lineare Funktion reduzieren müßte. Dann würde 
aber auch der Bereich T entgegen der Annahme nur von einem einzigen 
Punkte begrenzt sein können. 

Der Satz, daß man den allgemeinst denkbaren schlichten einfach 
zusammenhängenden Bereich, dessen Begrenzung nicht nur von einem Punkte 
gebildet wird, umkehrbar eindeutig und konform bei Berücksichtigung ledig- 
lich der inneren Punkte des Bereiches auf das Innere des Einheitskreises ab- 
bilden kann, ist zuerst von Herrn Osgood *) bewiesen worden mit Benutzung des 


Harnackschen Satzes über positive Potentiale und einer von Herrn Porncare **) 


*) Osgood: „On the existence of the Greens function for the most general 
simply connected plane region.“ Trans. of the Am. Math. Soc., 1900. 


**) Ich verweise auf das Referat in $ 14 des ersten Teiles. 
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angegebenen, die elliptische Modulfunktion zu Hilfe nehmenden Majorante. 
Ich selbst habe, abgesehen von dem im ersten Teile entwickelten allgemeinen 
Beweise, den Fall des allgemeinsten auch nicht schlichten einfach zusammen- 
hängenden Bereichs in den Abhandlungen ‚‚Über die Uniformisierung der 
algebraischen Kurven. I.‘ (Math. Ann. Bd. 67, 1909) sowie in meiner ersten 
und zweiten Mitteilung über die Uniformisierung beliebiger analvtischer 
Kurven (Gött. Nachr. 1907) nach verschiedenen Methoden behandelt*). Zu 
den Entwicklungen S. 207 bis 213 meiner erwähnten Annalenarbeit hat 
man für den Fall des allgemeinsten schlichten einfach zusammenhängenden 
Bereichs nur nötig, die Existenz einer oberen Schranke für die dort be- 
trachteten Größen c,,C,,cC,,... darzutun, was mit der Bestimmung einer 
Majorante gleichbedeutend ist. Eine solche Majorante läßt sich in völlig 
elementarer Weise angeben. Läßt nämlich der gegebene einfach zusammen- 
hängende Bereich ein zweidimensionales Gebiet der Ebene unbedeckt, so 
können wir ıhn durch lineare Transformation in einen Bereich verwandeln, 
welcher ganz innerhalb des Einheitskreises liegt, und erhalten in Gestalt 


der Funktion log (das ıst die G@reensche Funktion des Einheitskreises) 


unmittelbar eine Majorante. Trifit jedoch die erwähnte Voraussetzung 
nicht zu, so wählen wır irgend zwei Punkte a und b auf der Begrenzung 


des Bereichs und transformieren denselben mittels der Funktion er Ir) 


welche in dem Bereiche unverzweigt ıst und folglich, weil der Bereich 
einfach zusammenhängend ist, in diesem Bereiche auch eindeutig ist. Nach 
Ausführung der angegebenen Transformation läßt der nun erhaltene einfach 
zusammenhängende Bereich offenbar ein zweidimensionales Stück der Ebene 
unbedeckt **). 

Nachdem mit der Größe £ die in der obigen Fallunterscheidung 
angegebene Normierung ausgeführt ist, ist diese Größe gleichwohl noch 
nicht völlig bestimmt. Im euklidischen Falle kann an Stelle der Größe t 
jede ganze lineare Funktion derselben Größe treten. Im nichteuklidischen 
Falle kann an Stelle der Größe i jede lineare Funktion von ? treten, welche 
das Innere des Einheitskreises bzw. die obere Halbebene in sich trans- 


*) Ich verweise auf das Referat in $ 14 des ersten Teiles. 
**, Vgl. eine Fußnote S. 644 meiner zweiten Mitteilung über die Uniformisierung 
beliebiger analytischer Kurven. (Gött. Nachr. 1907.) 
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formiert, d. i. bei Zugrundelegung der oberen Halbebene jede reelle lineare 
Funktion von ? (lineare Funktion mit reellen Koeffizienten). 

Es ıst noch zu zeigen, daß durch die angegebenen Normierungs- 
bedingungen die gesuchte Funktion t(z,y) in der Tat bis auf eine lineare 
Substitution, welche den betreffenden Normalbereich in sich transformiert, 
vollständig bestimmt ist. 

Zu dem Zwecke nehmen wir an, es gebe noch eine zweite Funktion 
t(x,y) von den verlangten Eigenschaften. Es sei T der normierte einfach 
zusammenhängende Bereich der Variabeln tz, T der normierte einfach zu- 
sammenhängende Bereich der Variabeln t. Der Bereich T wird durch 
Vermittlung der Funktion t(t) auf den Bereich T abgebildet, und zwar 
besitzt weder die Funktion £(t) in T, noch die Funktion t(t) in 7 
einen Verzweigungspunkt. Die Abbildung der Bereiche T und T aufein- 
ander ist daher, weil beide Bereiche einfach zusammenhängend sind, eine 
umkehrbar eindeutige Beziehung. Daraus folgt zunächst, daß die Normal- 
bereiche T und T nicht verschieden sein können, d.h. es wird, je nach- 
dem der eine der beiden Bereiche von der ganzen Ebene oder der Fläche 
des Einheitskreises gebildet wird, notwendig auch der andere von der ganzen 
Ebene bzw. der Fläche des Einheitskreises gebildet. 

Demnach bleibt nur zu untersuchen, ob jede analytische Funktion, 
welche einen einfach zusammenhängenden Normalbereich in sich trans- 
formiert, eine lineare Funktion ist. Dieser Nachweis ist für den Fall der 
ganzen Ebene (exkl. des unendlich fernen Punktes) unmittelbar aus den Bemer- 
kungen S. 260 oben zu entnehmen, also ist nur zu prüfen, ob jede analytische 
Funktion, welche das Innere*) des Einheitskreises umkehrbar eindeutig in 
sich transformiert, eine lineare Funktion ıst. In der Tat gilt der Satz, 
daß jede derartige Funktion eine lineare Funktion ist. Derselbe ist zuerst 
von Herrn Poincare**) bewiesen worden. 

Wesentlich anders als der Poincaresche Beweis verläuft der folgende 
neue Beweis, welcher beiläufig bemerkt in hohem Grade verallgemeinerungs- 
fähig ist, indem er den Grundgedanken eines viel komplizierteren, ganz all- 
gemeinen Unitätsbeweises zeigt, welchen ich in der Abhandlung ‚Über die 


*) Über das Verhalten der Abbildungsfunktion bei der Annäherung an die 
Peripherie des Einheitskreises wird dabei keine beschränkende Voraussetzung gemacht. 
**), Poincare, Acta math. Bd. 4, S. 231. 
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Uniformisierung der algebraischen Kurven. III.“ entwickele*). Man wird 
auf diesen Beweis geführt, wenn man zunächst an den Fall denkt, ın 
welchem von der Abbildungsfunktion t(t) von vornherein bekannt ist, daß 
sich dieselbe auch auf der Peripherie des Einheitskreises regulär verhält. 
In diesem Falle kann nämlich die Funktion t(t) auf Grund des Schwarz- 
schen Spiegelungsprinzips mittels Transiormation durch reziproke Radien 
auch für das ganze Äußere des Einheitskreises inkl. des unendlich fernen 
Punktes erklärt werden. Die so analytisch fortgesetzte Funktion £(t) vermittelt 
demnach eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung der Vollebene 
(Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes) auf sich selbst. Als solche 
ist sie aber eine lineare Funktion, da sıe überall den Charakter rationaler 
Funktionen besitzt und nur an einer Stelle und an dieser von der ersten 
Ordnung unendlich wird. Nehmen wir jetzt an, daß die Funktion t(t) 
nur für das Innere des Einheitskreises erklärt ıst, also unter vorläufigem 
Ausschluß der Peripherie, so können wir jedenfalls nach Analogie des 
Spiegelungsprinzips auch für das Äußere des Einheitskreises eine Funktion 
erklären, die wir ebenfalls mit t(t) bezeichnen wollen, von welcher jedoch 
noch nicht bekannt ist, ob sie die analytische Fortsetzung der inneren 
Funktion ist. Dieselbe vermittelt eine umkehrbar eindeutige konforme Ab- 
bildung des Äußeren auf sich selbst. Führt die innere Funktion den Null- 
punkt in sich über, eine Annahme, die übrigens für den folgenden Beweis 
ganz unwesentlich ist, so führt die äußere Funktion den unendlich fernen 
Punkt in sich über. Wır konstruieren um den Nullpunkt als Mittelpunkt 


drei Kreise, einen mit dem Radius 1—:, einen mit dem Radius — und 
einen mit dem Radius R>1. Die beiden ersten Kreise sind also in bezug 
auf den Einheitskreis spiegelbildlich symmetrisch und mögen mit K und 
K’ bezeichnet werden, während der letzte mit 2 bezeichnet werde. Die 
positiv zu nehmende Größe e denken wir uns sehr klein gewählt in der 
Absicht, dieselbe hernach zur Grenze e=0 übergehen zu lassen. 

Um zu beweisen, daß die Funktion £(t) eine lineare Funktion von 


t ist, hat man nur nötig darzutun, daß die innere Funktion t(t) sich auch 


*) Math. Ann. 1911. Es handelt sich in dieser Abhandlung um den Unitäts- 
beweis im Falle des allgemeinsten von Herrn Klein (Math. Ann. Bd. XXI) aufgestellten 
Fundamentaltheorems. 
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auf der Peripherie des Einheitskreises regulär verhält, in welchem Falle 
dann die äußere Funktion £(t) tatsächlich die richtige analytische Fort- 
setzung der inneren Funktion t(t) bildet. 

Es sei £, irgend ein bestimmt gewählter t-Wert, für welchen t, <1 


ist. Ist & bereits hinreichend klein gewählt, so liegt {, innerhalb des Kreises 
K, und wir können auf den Kreis K die Cauchysche Integralformel an- 


wenden 
re er 3 
= 2 ri J ri 
K er 
In dem Gebiete zwischen K’ und x ist die Funktion er regulär erklärt. 
<0p 


Wir haben daher 


1 tt) 1 " tt) 
Ä Mc / — UÜ=0, 
2 aı J t—1, 2nt. t—1, d 

wobei die letzterwähnten Kurvenintegrale in entgegengesetztem Sinne zu 
nehmen sind. Das Kurvenintegral über X’ wählen wir im negativen Sinne, 


also entgegengesetzt dem Integral über X. Wir finden jetzt für t(t,) fol- 


IDErA@E /+ß) 


U) 


ie 


senden Ausdruck 


alle Integrale genommen für die Funktion als Integrand. Lassen wir 


nun & zur Grenze übergehen, indem wir {, fest denken, so unterscheiden 
sich je zwei vermöge der Spiegelung am Einheitskreise einander entsprechende 
Integralelemente, um eine Größe niedrigerer Ordnung, da sich an gegen- 
überliegenden Punkten einerseits die Integranden um eine gleichmäßig un- 
endlich klein werdende Größe, andererseits die Differentiale dt um eine 
Größe niedrigerer Ordnung unterscheiden. Wir finden also durch den ge- 
schilderten Grenzübergang die Formel | 
t(t,) = . f A) dt, 


u Te 


” 


eine Formel, welche unmittelbar zeigt, daß die Funktion t£(t,), wenn wir 
jetzt t, variabel denken, sich regulär über die Peripherie des Einheits- 
kreises fortsetzen läßt. Die Funktion t(t) ist demnach eine in der ganzen 
Ebene erklärte Funktion, die nur für 2=w, und zwar von der ersten Ord- 
nung, unendlich wird. D.h. die Funktion t(t) ist eine lineare Funktion. 
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Zusammenfassend können wir also das Resultat unserer Analyse des 
Problems A ın folgendem Satz aussprechen: 

Zu der gesuchten Funktion t(x,y) gehört eine einfach zusammen- 
hängende Überlagerungsfläche ® der Fläche F, und es ist die Größe t nach 
ihrer Normierung durch ihre Eigenschaften bis auf eine lineare Funktion der- 
selben vollständig bestimmt. Insbesondere sind je zwei relative Zweige der 
Funktion t(z,y) durch eine lineare Substitution verknüpft, durch deren Ver- 
mittlung der betreffende Normalbereich T in sich transformiert wird. 


b) Analyse der Probleme B, C, D, E. Der Unitätssatz. 

Es werde mit &’ die zu der gesuchten Funktion t’(z,y) (Problem 
B) gehörende Riemannsche Fläche bezeichnet, welche als eine Überlage- 
rungsfläche der Riemannschen Fläche F der Funktion y(x) zu denken ist. 
Ich behaupte: dıe Fläche 2’ ist einfach zusammenhängend, und sie besitzt 
in jedem Punkte der Menge M, d. ı. der Menge der markierten singulären 
Punkte, ın allen ıhren relativen Blättern relative Windungspunkte, an 
welchen jedesmal genau soviel Blätter zusammenhängen, als die diesem 
Punkte zugeordnete Verzweigungszahl angibt. Die relativen Windungspunkte 
endlicher Ordnung sind als innere Punkte der Fläche ®’, die unendlich 
hoher Ordnung hingegen als Grenzpunkte dieser Fläche zu betrachten*). 

Was zunächst die Frage des Zusammenhanges der Fläche &’ anbe- 
trıfit, so erkennen wir denselben ebenso wie den Zusammenhang der Fläche 
P ın $2,a). Was jedoch die Ordnungszahl der relativen Windungspunkte 
anbetrifit, so wird dieselbe in einem einzelnen singulären Punkte, für welchen 
n die zugeordnete Verzweigungszahl ist, jedenfalls ein Teiler von n sein 
müssen, weil nach Voraussetzung die Funktion ?’(z,y) der betrachteten 
t’-Klasse angehören soll. Nehmen wir jetzt an, es sei n, ein Teiler von 
n und es habe die Fläche & an der betrachteten Stelle in einem ihrer 
relativen Blätter einen relativen Windungspunkt der Ordnung n,—1. Es 
sei i, der Wert der Funktion t’(z,y) in dem betrachteten Windungspunkte 
der Fläche &’, ferner sei @ irgend ein Wert, welcher auf der Grenze des 
einfach zusammenhängenden Bereichs 7’ liegt, d. i. auf der Grenze des 


n 


Wertegebietes der Funktion !’(z,y), so bilden wir die Funktion Ber 


*) In der Tat muß die gesuchte Funktion !'(z,y) an einem Verzweigungs- 
punkte endlicher Ordnung notwendig den Charakter einer algebraischen Funktion besitzen. 
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Diese Funktion gehört, wenn man sie als Funktion des Ortes auf der 
Fläche F auffaßt, der betrachteten 7’-Klasse an, sie müßte also auf Grund 
der gestellten Bedingungen eine eindeutige Funktion von t’ sein, was nicht 
der Fall ist, da diese Funktion im Punkte i, verzweigt ist. Ist n=w, 


’ 4 


so nehme man die Funktion log Zt zu Hilfe. 

Die Normierung des Gebietes 7’ findet wieder entweder auf die 
ganze euklidische Ebene oder auf das Innere des Einheitskreises bzw. das 
Innere der oberen Halbebene statt. 

Zusammenfassend finden wir: 

Die Riemannsche Fläche ®’, welche zur gesuchten Funktion t' (x, y) 
gehört, ist eine einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche der Fläche F. 
Diese Überlagerungsfläche hat in jedem der markierten singulären Punkte, und 
zwar in allen ihren relativen Blättern, relative Windungspunkte gleicher 
Ordnung, nämlich n—1, wenn n die dem betreffenden Windungspunkte zu- 
geordnete Verzweigungszahl st. Die Funktion t'(x,y) est durch die von ihr 
verlangten Eigenschaften unter Hinzunahme der Normierungsbedingung bis 
auf eine lineare Substitution bestimmt. Insbesondere sind je zwei relative 
Zweige der Funktion t!’(xz,y) durch eine lineare Substitution verknüpft. 

Untersuchen wir nunmehr die Funktion t,(x,%) (Problem C). In 
diesem Falle hatten wir die zugrunde liegende Riemannsche Fläche der 
Funktion y(z) mit F,, die zu £,(x, y) gehörende Überlagerungsfläche der 
Fläche F, mit 2, bezeichnet. An die Spitze der Untersuchung stellen wir 
iolgenden Satz. 

Satz: Die Fläche F, wird durch das vollständige System der Symme- 
trielinien entweder in zwei zueinander symmetrische einfach zusammenhängende 
Hälften zerlegt oder sie bleibt ein zusammenhängendes Ganzes. 

Der vorstehende Satz ist die Übertragung eines entsprechenden für 
symmetrische Riemannsche Flächen algebraischer Funktionen von Herrn 
Klein*) gefundenen Satzes. 

Es sei f eins der Flächenstücke, in welche die Fläche F, durch das 


vollständige System der Symmetrielinien zerlegt wird. Ich gehe von einem 


*, F. Klein: „Über Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer 
Integrale“. (Vgl. auch die weitere von mir in der Abhandlung „Über die Uniformi- 
sierung der algebraischen Kurven. I.“ angegebene Literatur, insbesondere Herrn Kleins 
autographierte Vorlesung „Ztemannsche Flächen“) 
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Punkt P in f aus, welcher nicht auf einer Symmetrielinie liegt, und be- 
schreibe nun von diesem Punkte aus irgendeine Linie /, nach einem Punkte 
P, auf einer an / angrenzenden Symmetrielinie, indem ich auf dem Wege 
nach /, keine Symmetrielinie überschreite, d. h. in f bleibe. Desgleichen 
beschreibe ich in analoger Weise irgendeine zweite Linie /, von P nach 
einem Punkte P,, welcher ebenfalls auf einer an die Fläche f angrenzenden 
Symmetrielinie liegt. Setze ich nun die Linien /, und /, über die er- 
wähnten Symmetrielinien hinaus fort, so behaupte ich, daß ich beide Male 
in ein und dasselbe Gebiet /’ eintrete. In der Tat entsprechen den Linien 
!, und /, vermöge der Symmetrie zwei Linien /} und 4;, welche sich zu 
einem P, und P, verbindenden Zuge zusammensetzen, der keine Symmetrie- 
linie trifft. Ich gelange also aus f immer nur nach f”. Ebenso kann ich 
rückwärts von f? nur nach f gelangen. Mithin sind f und f’, sofern diese 
beiden Gebiete nicht ebenfalls identisch sind, die beiden einzigen Gebiete, 
in welche F, durch das vollständige System der Symmetrielinien zerlegt 
ist, da ich, was für eine Bahn ich auch auf F beschreibe, stets abwechselnd 
nur nach /f und f? komme. 

Wir wollen in Übertragung der Kleinschen Bezeichnungsweise auf 
den hier vorliegenden allgemeinen Fall symmetrischer Riemannscher Flächen 
die Riemannsche Fläche F, ım Falle des Zerfalls in zwei Stücke ortho- 
symmetrisch, im Falle des Nichtzerfalls diasymmetrisch nennen. 

Jetzt bezeichne ich mit |F,] im orthosymmetrischen Falle die eine 
Hälfte der Fläche F,, im diasymmetrischen Falle die Fläche F, selbst, 
indem ich mir dieselbe von den Symmetrielinien begrenzt vorstelle. 

Wir untersuchen nunmehr die Überlagerungsfläche 2, der in Problem C 
gesuchten Funktion {,(z, 4%). Die Fläche 2, wird vermittelst der Funktion 
t,(<,y) umkehrbar eindeutig und konform auf das Wertegebiet 7, der 
Größe t, abgebildet. Jede Funktion der r,-Klasse ist nun in bezug auf 
die Symmetrielinien der Fläche F, symmetrisch. Insbesondere wird daher 
durch die Funktion i,(x,%y) die Fläche 2, umkehrbar eindeutig und konform 
auf ein zur Achse des Reellen symmetrisches Gebiet 7, abgebildet, wobeı 
den Symmetrielinien der Fläche F, jedesmal, das ist für jeden Zweig der 
Funktion t,(x,y), ein Stück der Achse des Reellen entspricht. Denkt man 
sich den Bereich 7, längs der ganzen Achse des Reellen aufgeschnitten, 


so zerfällt derselbe, weil er zusammenhängend ist, ersichtlich in genau zwei 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 4. 36 
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zueinander symmetrische Hälften. Dementsprechend muß auch die Fläche 
PD, in zwei zueinander symmetrische Hälften ®,, und 2,, zerfallen, wenn 
man sich dieselbe längs der Symmetrielinien in allen relativen Blättern 
aufgeschnitten denkt. Ich behaupte nun weiter, daß die beiden zueinander 
symmetrischen Hälften des Bereichs T,,T, , und T, ,, einfach zusammen- 
hängend sind. Wäre dies nämlich nicht der Fall, so würde es zwei in 
bezug auf die Achse des Reellen zueinander symmetrische, voneinander 
verschiedene Begrenzungslinien des Bereichs T, geben. Ist {,, eın Punkt 
auf der einen dieser Begrenzungslinien, i,, der zu diesem symmetrische 
Punkt auf der andern Begrenzungslinie, so ist die Funktion V(t,—t, ‚)(t,—t, ..) 
auf der ganzen Achse des Reellen reell. Ferner ist sie in 7, eine zwei- 
deutige Funktion von t, und gehört andererseits, betrachtet als Funktion 
des Ortes auf F,, der r,-Klasse an, so daß sie auf Grund der für t, ge- 
stellten Bedingungen eine eindeutige Funktion von t, sein müßte. 

Die Bereiche 7, , und T7,, und folglich &,, und 2,, sind somit 
in der Tat einfach zusammenhängend. Die Fläche 2, , überdeckt ersicht- 
lich mit keinem ihrer Blätter eine Symmetrielinie der Fläche [F,], sie ist 
vielmehr eine einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche der Fläche 
|#,| ohne relative Windungspunkte. 

Die Größe i, ıst nun durch ihre Eigenschaften bis auf eine Nor- 
mierung wieder vollständig bestimmt. Denn sind 2’ und {” etwa zwei 
Funktionen der in Problem Ü geforderten Beschaffenheit, so würde man 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Wertegebietes 7} auf das Werte- 
gebiet 7” erhalten, wobei noch die reellen Punkte wieder in reelle Punkte 
übergehen. Insbesondere würde sich also eine umkehrbar eindeutige kon- 
forme Abbildung der oberen Hälfte 7”, von T auf die obere Hälfte T”, 
von 7“ ergeben, ev. auch auf die untere Hälfte 7®,. Es ist nun nahe- 
liegend, die Größe t, dadurch zu normieren, daß man auf Grund des 
Osgoodschen Satzes die Fläche 7, , umkehrbar eindeutig konform auf die 
ganze obere Halbebene abbildet und symmetrisch entsprechend 7, , auf die 
ganze untere Halbebene. Bei dieser Abbildung gehen die reellen Begrenzungs- 
stücke des Bereichs 7, , in regulärer Weise wieder in Stücke der Achse des 
Reellen über, weil längs der reellen Begrenzungsstücke des Bereichs T, | 
die zugleich mit der Abbildung existierende Greensche Funktion gleichmäßig 
Null wird, also eine analytische Fortsetzung über die Achse des Reellen hinaus 
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gemäß dem Spiegelungsprinzip möglich ıst. Nach Einführung der genannten 
Normierungsbedingung ist die Funktion t,(z,y) bis auf eine lineare Trans- 
formation mit reellen Koeffizienten vollständig bestimmt. Wir erhalten das 
Resultat: 

Die Riemannsche Fläche PD, besteht aus zwei zueinander symme- 
trischen einfach zusammenhängenden Hälften ®,, und ®,,. Die Fläche 
D,,, ist eine einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche der Fläche |F,| 
ohne relative Windungspunkte. Die Funktion t,(x,y) ist nach Einführung 
der Normierungsbedingung bis auf eine reelle lineare Substitution bestimmt. 

Untersuchen wir nun in gleicher Weise die Funktion {;(z, y) 
(Problem D), welche einer bestimmten 7;-Klasse angehört, so finden wir: 

Die Fläche $/ besteht aus zwei zueinander symmetrischen einfach 
zusammenhängenden Hälften bb’, und &b/,. Die Fläche &’, ist eine ein- 
fach zusammenhängende Überlagerungsfläche der Fläche [F,|, welche in den 
auf |F,] markierten singulären Punkten relative Windungspunkte der ange- 
gebenen Ordnung besitzt und zwar in allen relativen Blättern. Die Funktion 
t,(x,y) ist nach Einführung der Halbebenen - Normierung bis auf eine reelle 
lineare Substitution bestimmt. 

Die entsprechende Untersuchung für die ın Problem E gesuchte 
Funktion i’(z,y) führt zu dem Resultat: 

Die Riemannsche Fläche &’’ der Funktion t}(x,y) besteht aus 
zwer zueinander symmetrischen einfach zusammenhängenden Hälften $/’, und 
&b”,, welche man erhält, indem man die Fläche &’’ längs der Realitätszüge 
durch alle relativen Blätter hindurch aufgeschnitten denkt. Die Fläche &”, 
ist eine Überlagerungsfläche der Fläche |F,|, wobei mit |F,} die längs der 
Realitätszüge aufgeschnitten gedachte Fläche F, bezeichnet wird, welche dabei 
zusammenhängend bleibt. Die Fläche $’’, besitzt in den im Innern von |F,} 
markierten singulären Punkten in allen relativen Blättern Windungspunkte, 
für deren einzelnen die Blätterzahl stets mit der dem betreffenden singulären 
Punkte zugeordneten Verzweigungszahl übereinstimmt. 

Zur Begründung der vorstehend bezüglich der Größen t;(x,y) und 


t,(x,y) angegebenen Resultate begnügen wir uns mit folgenden kurzen 

Bemerkungen. Um die Behauptung betreffend die relativen Windungs- 

punkte der Flächen &,, darzutun, hat man analog wie oben bei der 

Untersuchung der relativen Windungspünkte der Fläche &’ eine Hiltfs- 
36* 
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funktion von t, heranzuziehen. Als solche eignet sich diejenige elementare 
Funktion, welche man erhält, wenn man, mit a+.b und a— ib zwei passende 
konjugiert komplexe Werte in der t;-Ebene bezeichnend, die Riemannsche 








Fläche der Funktion en bzw. log Fe) als Funktion von ?’ 
umkehrbar eindeutig und konform auf die schlichte Ebene derart abbildet, 
daß dabei die Achse des Reellen in sich übergeht. Ebenso ergibt sich 
die Richtigkeit der Behauptung über diejenigen relativen Windungspunkte 
der Fläche &/’, welche nicht mit den Endpunkten der Realitätszüge koin- 
zidieren. Für die letzteren ist zu zeigen, daß dieselben für die Funktion 
t, (x,y) Verzweigungspunkte erster Ordnung sein müssen, eine Behauptung, 
die, sofern ja £/ der r/’-Klasse angehören soll, bewiesen ist, wenn gezeigt 
ist, daß die Funktion £/’(z,y) nur längs der Realitätszüge reell sein kann. 
Letzteres ist nun ın der Tat eine unmittelbare Folge der Uniformisierungs- 
eigenschaft dieser Funktion. Ist nämlich etwa P ein Punkt auf F,, welcher 
nicht auf einer der Symmetrielinien liegt, und hätte £/’(z,y) in diesem 
Punkte einen reellen Wert, so müßte t/’(z,y) aus Gründen der symme- 
trischen Spiegelung denselben Wert auch in dem zu P symmetrischen 
Punkte annehmen, was in der Tat der Uniformisierungseigenschaft wider- 
spricht. Ist andererseits P ein auf einer Symmetrielinie, jedoch nicht auf 
einem Realitätszuge liegender Punkt, in welchem t/’(z,y) einen reellen 
Wert annehmen möge, so wird man aus Gründen der Symmetrie auf der 
Überlagerungsfläche &’’ einen über der betreffenden Symmetrielinie ver- 
laufenden Linienzug angeben können, welcher aus lauter Punkten P der- 
selben erwähnten Beschaffenheit besteht und nach beiden Seiten auf &/’ 
soweit geführt zu denken ist, bis er entweder auf den Endpunkt eines 
Realitätszuges trifft oder an die Grenze der Fläche &’’ gelangt. Diesem 
Linienzug entspricht in der t/’-Ebene ein Stück «...ß der Achse des Re- 


ellen. Die Funktion 





ist dann, betrachtet als Funktion des Punktes (z,y), eine Funktion der 
t, -Klasse und müßte also wegen der vorausgesetzten Uniformisierungs- 
eigenschaft der Größe {’ als Funktion dieser Größe in 7/” eindeutig sein, 
was nicht der Fall ist. 
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Wir haben ın diesem Paragraphen Gewicht darauf gelegt, die Unter- 
suchung der Natur der Überlagerungsflächen ®,®’,®,,®/ ,b' streng lediglich 
auf die vorausgesetzten Eigenschaften der gesuchten Uniformisierungstranszen - 
denten zu gründen, ohne dabei die Existenz der zu einer beliebigen Riemann- 
schen Fläche gehörenden einfach zusammenhängenden Überlagerungsfläche 
und der durch dieselbe vermöge des allgemeinen Uniformisierungsprinzips 
bestimmten Uniformisierungstranszendenten ($ 3—4) als bekannt vorauszu- 
setzen. Setzen wir jedoch die Entwicklungen in $ 3—4 voraus, so läßt 
sich die Behauptung, daß die Größen t,t’,t,,£/,t” durch die in $1 ge- 
stellten Uniformisierungseigenschaften wesentlich vollständig charakterisiert 
sind, nachträglich leicht beweisen. (S. die Fußnote auf S. 277). 


$ 3. Konstruktion der Überlagerungsflächen P,®P’,®,,®!,®}. 

Bevor wir zur Konstruktion der Flächen P,$’,P,,P’,P” über- 
gehen, schicken wir die Bemerkung voraus, daß offenbar gemäß der De- 
finition die Fläche &, , (das war die eine Hälfte der Fläche &,) ın bezug 
auf die Fläche [F,] als Grundfläche genau ebenso definiert ist, wie die 
Fläche & in bezug auf F als Grundfläche. Ebenso geht &/ aus [F,) 
und &/’ aus |F,} in analoger Weise hervor wie ®’ (eventuell ?*)) aus F. 
Die Konstruktion der fünf Flächen wird also erledigt sein, wenn wir 
gelernt haben, die Flächen 2 und #&’ zu konstruieren. 

Zu dem Zwecke knüpfen wir an die Darlegung in $2 des ersten 
Teiles an. Wir hatten dort, ausgehend von der Darstellung der Fläche F 


als Grenze von Näherungsflächen in der Gestalt "=lim A, F, <F,<F,<.»*:, 


n=n 
eine Überlagerungsfläche 
(n) (n) 
PD = lım F’= lım F’ 


n=W. n=n 


konstruiert, welche relativ zu F regulär ist und frei von relativen Win- 
dungspunkten, ferner schlichtartig, jedoch nicht einfach zusammenhängend. 
Um zu einer einfach zusammenhängenden Überlagerungsfläche zu gelangen, 
haben wir nur nötig, eine gewisse Änderung in der a. a. O. geschilderten Kon- 
struktion vorzunehmen. Zunächst ist es wesentlich, daß bei der Wahl der 


*) Der Umstand, daß die Fläche &,’ zu {F,! in derselben Beziehung steht wie 
® zu F tritt in dem Falle ein, in welchem außer den Endpunkten der Realitäts- 
züge keine weiteren relativen Verzweigungspunkte für die Funktion 1, (z,y) vorge- 
schrieben sind. 
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Näherungsflächen F, noch folgender Bedingung genügt wird: Es soll keine 
der Begrenzungslinien von F, auf der Fläche F ein zusammenhängendes, 
außerhalb F, liegendes inneres Stück der Fläche F vollständig abgrenzen. 
Dieser Bedingung kann in der Tat leicht genügt werden (vgl. S. 205 des 
ersten Teiles). Anstatt nun die Näherungsflächen F,,F,,F,,... bezüglich 
durch r,,79,73,... Rückkehrschnitte schlichtartig zu machen, benutzen wir 
jetzt 7],ro,fg,... von Rand zu Rand laufende Querschnitte.. Zu diesen 
(Querschnitten gelangen wir, ausgehend von den Rückkehrschnitten in fol- 
gender Weise: Wir nehmen etwa einen der r, Rückkehrschnitte innerhalb 
der Näherungsfläche F, und verbinden einen Punkt dieses Rückkehrschnittes 
mit einem Punkte der Begrenzung von F,, so daß diese Verbindungslinie 
keinen der r, in F, konstruierten Rückkehrschnitte trifft. 
Dasselbe machen wir mit den übrigen r,—1 Rückkehrschnitten. 
Die so gezogenen r, getrennt verlaufenden Verbindungslinien 





nach dem Rande zusammen mit den r, Rückkehrschnitten 
liefern uns unmittelbar r, Querschnitte, indem wir von einem 


aıunsbunpungsan 





einzelnen Rückkehrschnitte mit zugehörender ‚‚Verbindungs- 

en an linie‘ zu einer benachbart verlaufenden sich selbst nicht 
treffenden Linie übergehen, welche von einem Randpunkte nach einem 
anderen Randpunkte läuft (vgl. die schematische Figur, in welcher der 
gefundene Querschnitt punktiert angedeutet ist). 

Die soeben gezogenen r, Querschnitte innerhalb F#, wollen wir als 
(Juerschnitte erster Art bezeichnen. Durch dieselben braucht die Fläche F, 
noch nicht einfach zusammenhängend geworden zu sein, vielmehr ıst ıhr 
Zusammenhang jetzt gleich m+r,, wenn m die Anzahl der Begrenzungs- 
linien der unaufgeschnittenen Fläche F, bezeichnet. Um die Fläche 7, ein- 
fach zusammenhängend zu machen, hat man noch innerhalb der auige- 
schnittenen Fläche F, weitere Querschnitte von Rand zu Rand zu ziehen. 
Die durch die r, Querschnitte erster Art aufgeschnittene Fläche 7, heiße y,. 
Die Fläche 9, ist schlichtartig, d.h. es ist ihr Zusammenhang gleich der 
Anzahl ihrer Begrenzungslinien, nämlich gleich m+r,. Wir können die 
Fläche , daher durch m -+r,—1 weitere Querschnitte (Querschnitte zweiter 
Art) in eine einfach zusammenhängende Fläche F/ verwandeln. Die Quer- 
schnitte verlaufen ganz im Innern von $,, indem jeder derselben zwei von- 


einander verschiedene Begrenzungspunkte von %,, die auf verschiedenen 
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Begrenzungslinien von %, liegen, miteinander verbindet. Die Querschnitte 
zweiter Art sollen dabei weder untereinander noch mit den Querschnitten 
erster Art einen Punkt gemeinschaftlich haben. Demnach haben sämtliche 
Querschnitte erster und zweiter Art ihre beiden Endpunkte auf den Be- 
grenzungslinien von F}. 

Gehen wir nun zur Fläche F, über. Die Fläche #, entsteht aus F,, 
indem an jede Begrenzungslinie von F, ein mehrfach zusammenhängendes 
Zusatzflächenstück angefügt wird, welches außer der betreffenden Begren- 
zungslinie von F, mindestens noch eine weitere Begrenzungslinie besitzt, 
die von ersterer völlig getrennt ist. Wir behandeln nun zunächst jedes der 
Zusatzstücke ebenso wie die Fläche F,. Das einzelne Zusatzstück « wird 
also in eine einfach zusammenhängende Fläche « verwandelt. Dabei 
können wir noch folgenden Nebenbedingungen genügen: Die bei der Zer- 
schneidung von & benötigten Querschnitte erster Art sollen ihre Endpunkte 
sämtlich auf den neu hinzugekommenen Begrenzungslinien haben, von 
den Querschnitten zweiter Art hingegen soll nur einer auf der anstoßenden 
Begrenzungslinie von F, endigen und zwar in einem Punkte, in welchem 
ein Querschnitt zweiter Art von F, endigt. Denken wir uns nun bei allen 
Zusatzflächenstücken die Aufschneidung den angegebenen Bedingungen ge- 
mäß ausgeführt, so haben wir, um zu einer vollständigen einfach zusammen- 
hängenden Zerschneidung der Fläche F, zu gelangen, nur noch nötig, die 
auf den Begrenzungslinien von F, frei endigenden Querschnitte erster und 
zweiter Art der Fläche F, über diese Begrenzungslinie hinaus in das an- 
stoßende Zusatzflächenstück «’ fortzusetzen, bis sie auf eine Begrenzungs- 
linie von F, treffen, ohne vorher die Begrenzung von «@’ nochmals zu treffen. 
Bei dieser Aufschneidung wird das einzelne Zusatzstück «’ allerdings in 
mehrere einfach zusammenhängende Teile zerlegt werden. Jeder Teil stößt 
jedoch längs eines Stückes der betreffenden Begrenzungslinie von F, an das 
einfach zusammenhängende Gebiet F/ an, dieses nur erweiternd, ohne den Zu- 
sammenhang desselben zu ändern. Das Wesentliche ist, daß die Fläche F,durch 
ein Querschnittsystem in eine einfach zusammenhängende Fläche F) verwan- 
delt ist, wobei jeder einzelne Querschnitt zwei voneinander verschiedene Rand- 
punkte von F, miteinander verbindet. Soweit dieses Querschnittsystem in F\, 
verläuft, ist es mit dem vorher in 7, konstruierten Querschnittsystem identisch. 


Die Fläche F/ ist demnach ein in sich zusammenhängender Teil der Fläche F%. 
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In der angegebenen Weise können wir fortfahren. Wir behalten, 
nachdem F, in der beschriebenen Art in eine einfach zusammenhängende 
Fläche F, verwandelt ist, diese Zerschneidung vollständig bei, indem wir 
nun F, ın eine einfach zusammenhängende Fläche verwandeln, lediglich 
durch Vervollständigung der bereits in F, ausgeführten Zerschneidung, 
wobei #, ein in sich zusammenhängender Teil von F/ wird. 

Wird allgemein mit F/ die Fläche F, bezeichnet, nachdem dieselbe 
in der beschriebenen Weise in eine einfach zusammenhängende Fläche ver- 
wandelt ıst, so erkennen wir, daß die Fläche F'=lim F/ sich als die mit 


=@ 


einer Zerschneidung ausgestattete Fläche F darstellt, welche durch diese 
Zerschneidung in eine einfach zusammenhängende, mit F’ bezeichnete 
Fläche verwandelt ist. Der einzelne Schnitt nähert sich dabei, rückwärts 
oder vorwärts verfolgt, stets der Grenze des Bereichs F, und keine zwei 
Schnitte begegnen sich. Wir unterscheiden an jedem Schnitte zwei Seiten 
und gelangen nun in einfachster Weise zur Konstruktion der einfach zu- 
sammenhängenden Überlagerungsfläche 2, welche zu F gehört*). 

Wir denken uns die Fläche F’ in unendlich vielen Exemplaren ver- 


fügbar und gehen von einem Grundexemplar F’ aus dadurch zu einer Fläche 


() 
F’ über, daß wir an jede Querschnittseite von F’ ein neues Exemplar F’ 


| | My 
anheften und zwar mit dem gegenüberliegenden Ufer. Die Fläche F’ wird 


dann ebenso wie F’ von unendlich vielen Querschnittseiten begrenzt. Indem 
wir an jede Seite von F ein neues Exemplar #’ anheiten, gelangen wir 
2 1) @ 
zu. einer Fläche F usw. Die Flächen F’, F', F' ... sind sämtlich einfach 
2 
zusammenhängend, weil allgemein Fr aus F entsteht, indem man längs 


(n) 
jedes einzelnen Begrenzungsstückes von F’ ein einfach zusammenhängendes 


m) 
Flächenstück, nämlich ein Exemplar F’, anheftet. Die Grenzfläche # = lim F’ 


n=®» 


ist daher ebenfalls einfach zusammenhängend und besitzt die von uns 


verlangten Eigenschaften. 
Will man die Fläche & als Grenze endlich-vielfach zusammen- 


hängender, endlich-vielblättriger Näherungsflächen darstellen, so braucht 


man nur zu Setzen 


*) Vgl. die in $ 2 des ersten Teiles dargelegte Methode zur Bildung schlicht- 
artiger Überlagerungsflächen. 
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i m, 
&=lım F}, 
n=» 


(v) 
indem man allgemein unter F} eine einfach zusammenhängende Fläche 
() 
versteht, welche aus F, genau in derselben Weise entsteht wie F’ aus F, 


nämlich durch Anheften immer neuer Exemplare F/ an die Querschnitt- 
4) @ 
seiten der Flächen F/, F},F',.... 


Um die einfach zusammenhängende Fläche &’ mit den vorgeschrie- 
benen relativen Windungspunkten zu erhalten, hat man nur nötig, ebenso 
wie in $2 des ersten Teiles, nach Konstruktion der Querschnitte in den 
Flächen F,,F,,F,,..., von den markierten Punkten aus noch Einschnitte 
nach den Begrenzungslinien von F,,F,,F,,... zu ziehen, welche offenbar 
gar keine Störung verursachen und am Zusammenhang nichts ändern. 
Nennen wir die so aufgeschnittenen Näherungsflächen F7’, Fy,Fy,..., so 
erhalten wir, indem wir nun den Überlagerungsprozeß ganz nach Analogie 
des soeben geschilderten ausführen, unter Berücksichtigung des Umstandes, 
daß jeder Einschnitt zwei Einschnittseiten hat und daß zwei sich gegen- 
überliegende Einschnittseiten jedesmal, wenn an dem betreffenden singu- 
lären Punkte bei dem Überlagerungsprozeß ein Windungspunkt der ge- 
wünschten Ordnung zustande gekommen ist, wie in $2 des ersten Teiles 
zusammengeheftet werden, die gesuchte einfach zusammenhängende Fläche 


&’ ın der Gestalt 
(n) (n) 
db’= lim F’=]ım F’. 


Die Flächen & und & sind durch ihre Eigenschaft als einfach zu- 
sammenhängende Überlagerungsflächen der Fläche F mit den vorgeschriebenen 
relativen Windungspunkten bzw. mit der Bedingung des Fehlens von rela- 
tiven Windungspunkten vollständig bestimmt. Seien nämlich etwa &/ und 
D, zwei einfach zusammenhängende Überlagerungsflächen mit denselben 
vorgeschriebenen Windungspunkten, so ordne man irgendeinem Punkte 
von &; einen Punkt von 2, zu, welcher relativ zu F mit ersterem Punkte 
koinzidiert. Diese Zuordnung vermöge Koinzidenz kann man sich dann 
über die Flächen &| und #, hin fortgesetzt denken, indem man den Punkt 
variabel denkt. Es entsteht auf diese Weise eine relativ unverzweigte 
Abbildung der Fläche &; auf die Fläche &,, eine Abbildung, welche, weil 
die Flächen einfach zusammenhängend sind, eine umkehrbar eindeutige 

Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 4. 37 











276 Koebe, über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 11. 


Punktzuordnung darstellt. Damit ist die Identität der beiden Flächen 
bi und 5} bewiesen. 

Es sei zum Schluß noch folgendes bemerkt. 

Man kann, um zur Fläche &’ mit den gegebenen relativen Win- 
dungspunkten zu gelangen, zunächst die Fläche & ohne relative Windungs- 
punkte konstruieren. Markiert man nun auf & in allen relativen Blättern 
die auf F gegebenen relativen Windungspunkte mit den betreffenden Ver- 
zweigungszahlen, so kann man nunmehr über & als Grundfläche die zu- 
gehörende einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche mit den auf & 
markierten relativen Windungspunkten konstruieren. Die sich auf diese 
Weise ergebende Fläche ist dann die gesuchte Fläche &’. 

Weiter sei erwähnt, daß man die Konstruktion der Fläche & ihrer- 
seits in zwei Schritte zerlegen kann, indem man zunächst über F die in 
$ 2 des ersten Teils konstruierte schlichtartige unendlich-vielfach zusammen- 
hängende dort mit # bezeichnete Fläche konstruiert und darauf über dieser 
Fläche als Grundfläche die zugehörende einfach zusammenhängende Fläche 
ohne relative Windungspunkte, welch letztere die von uns gesuchte Fläche & ist. 

Der Beweis für die Zulässigkeit der angegebenen Zerlegung der 
Konstruktion der Flächen 5 und &’ in mehrere Schritte ergibt sich un- 
mittelbar aus der Bemerkung, daß die bei den angegebenen Einzelopera- 
tionen schließlich gefundenen Flächen tatsächlich einfach zusammenhängend 
sind und die vorgeschriebenen relativen Windungspunkte gegen F besitzen. 


$ 4. Existenz der gesuchten Uniformisierungstranszendenten. Zugeordnete 
Gruppe und unabhängiges Erzeugendensystem derselben. 


Die Existenz der Funktionen t(x,y) und !’(x,y) versteht sich jetzt 
auf Grund unseres allgemeinen im ersten Teile bewiesenen Abbildungs- 
prinzips von selbst, da ja die Funktionen i(x,y) und !’(z,y) als die- 
jenigen Funktionen charakterisiert sind, durch deren Vermittlung die 
Flächen & bzw. &’ auf die Fläche des Einheitskreises oder eventuell die 
ganze Ebene abgebildet werden. Wir haben also nur dieses Prinzip im 
Falle des einfach zusammenhängenden Bereichs anzuwenden*) und den bei 
der Abbildung sich ergebenden schlichten einfach zusammenhängenden von 
einem Schlitze oder Punkte begrenzten Bereich nachträglich noch auf das 


*) S. auch die in $ 14 des ersten Teiles angeführte Literatur. 
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Innere des Einheitskreises oder auf die ganze Ebene exkl. des unendlich 
fernen Punktes abzubilden. Die Funktionen xz(t) und y(t) werden dabei 
eindeutige linear automorphe Funktionen, indem dieselben bei gewissen 
linearen Substitutionen des Arguments ungeändert bleiben. In der Tat 
sind z(t) und y(t) relativ zu it unverzweigte Funktionen; außerdem ist 
das Wertegebiet T der Variabeln t ein einfach zusammenhängender Bereich. 
Daraus folgt, daß die genannten Funktionen eindeutige Funktionen von { 
sind. In derselben Weise ergibt sich, daß alle Funktionen der r-Klasse 
eindeutige Funktionen der Größe t werden. Zwei Stellen it, und t,, die 
wir uns variabel vorstellen, für welche z(t,)=x(t,) und y(t,)=y(t,) ist, 
hängen notwendig durch eine lineare Substitution zusammen, durch welche 
der Einheitskreis bzw. die ganze Ebene in sich transformiert wird. Zwei 
derartige Punkte i, und t, sind nämlich die Bilder zweier relativ zu F 
koinzidierenden Punkte der Fläche &. Diese Koinzidenzbeziehung kann 
über die ganze Fläche & hin fortgesetzt gedacht werden, wobei die Fläche 
& umkehrbar eindeutig konform auf sich selbst bezogen wird. Diese Be- 
ziehung überträgt sich sofort auf den Bereich 7 und ist also auf Grund 
des Poincareschen Satzes (S. 262 oben) eine lineare Substitution *). 


*) Nachdem die Existenz der einfach zusammenhängenden Überlagerungs- 
fläche & bewiesen und die Funktion t(z,y) konstruiert ist als diejenige Funktion, 
durch deren Vermittlung ® umkehrbar eindeutig Konform auf ein schlichtes Gebiet 
abgebildet wird, können wir leicht erkennen, daß die auf Seite 254 gemachte Voraus- 
setzung, daß die Funktion r(t) bei jeder beliebigen Zuordnung der Zweige eindeutig 
sein soll, durch die weniger verlangende Voraussetzung ersetzt werden kann, daß die 
erwähnte Eindeutigkeit nur bei passender Zuordnung der Zweige stattfinden soll, indem 
dann die weitergehende erste Voraussetzung bereits eine Folge der letzteren wird. 
Zu dem Zwecke möge die konstruierte Fläche & mit &*, die dazu als Abbildungs- 
funktion konstruierte Funktion t(x,y) mit i*(x,y) bezeichnet werden, während {(x, y) 
und ® die alten Bedeutungen haben mögen, nämlich als gesuchte den Bedingungen 
des Problems A genügende Funktion und zugehörende über F ausgebreitete Riemann- 
sche Fläche, wobei jedoch jetzt die Eindeutigkeit der Funktion r(f) nur bei passender 
Zuordnung der Zweige verlangt wird. Wir schließen so: Da {*(xz,y) der -Klasse an- 
gehört, muß {*(t) bei passender Zuordnung der Zweige eine eindeutige Funktion sein. 
Andererseits wird bei derselben Zuordnung der Zweige {(t*) eine eindeutige Funktion, 
weil tatsächlich jede Funktion der r-Klasse, also auch t eine eindeutige Funktion von 
{* ist und zwar sogar bei beliebiger Zuordnung der Zweige. Dies besagt folgendes: 
Die über F ausgebreiteten Flächen & und &* lassen sich durch Punktkoinzidenz (relativ 
zu F) umkehrbar eindeutig aufeinander abbilden; diese Flächen sind also identisch. 
Entsprechende Bemerkungen gelten in bezug auf die Größen !’ usw. 


31* 
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Die Gesamtheit aller sich auf diese Weise ergebenden Substitutionen 
bildet eine in dem Bereiche 7 (Einheitskreis oder ganze euklidische Ebene) 
eigentlich diskontinuierliche Gruppe, für welche wir sofort einen Fundamental- 
bereich angeben können. Wir erhalten einen solchen, indem wir die Fläche 
F’, wie wir sie zur Bildung der Fläche benutzt haben, durch die Funktion 
t(x,y) abbilden. Jedem Seitenpaar der Fläche F’ entspricht eine be- 
stimmte erzeugende Substitution der Gruppe. Wir erkennen auch, daß das 
so gefundene Erzeugendensystem ein unabhängiges Erzeugendensystem ist. 
Werden die erzeugenden Substitutionen mit 8,,82,83,... bezeichnet (die 
Anzahl derselben ist im allgemeinen unendlich groß), so lassen sich alle 
Substitutionen der Gruppe in der Form 

888 Be 
darstellen, wobei mit v, qa,,@g,4;,...a, beliebige ganze positive Zahlen, 
mit b,,ba,...d, beliebige positive oder negative ganze Zahlen bezeichnet 
sind. Die Behauptung der Unabhängigkeit des Erzeugendensystems besagt, 
daß die Substitutionen der angegebenen Form als lineare Substitutionen 
alle voneinander verschieden sind. Die Richtigkeit der Behauptung folgt 
unmittelbar aus dem Aufbau der Fläche & aus den Grundexemplaren F’. 

Den vorhergehenden Bemerkungen brauchen kaum wesentlich neue 
Bemerkungen hinzugefügt zu werden, um die entsprechenden Tatsachen 
bezüglich der Funktion !’(z,y) zu begründen. Die Funktion t’(z,y) wird 
durch konforme Abbildung der Fläche &’ auf das Innere des Einheits- 
kreises bzw. die ganze euklidische Ebene erhalten, und es werden ersicht- 
lich auch x(t’) und y(f’) eindeutige Funktionen von ?’ innerhalb des er- 
wähnten Gebietes, das wır mit 7’ bezeichnen, sowie überhaupt alle Funk- 
tionen der r’-Klasse. Die Gruppe der Substitutionen, bei welchen die 
Funktionen xz(t’) und y(!’) simultan ungeändert bleiben, ist eine Gruppe 
aus lauter linearen Substitutionen, und wir erhalten durch Vermittlung 
der Fläche F”, welche uns oben als Grundexemplar zur Konstruktion 
der Fläche &’ diente, einen Fundamentalbereich dieser Gruppe und zu- 
gleich damit ein unabhängiges Erzeugendensystem, unabhängig in dem Sinne, 
daß selbstverständlich für die den relativen Windungspunkten endlicher 
Ordnung zugeordneten elliptischen Substitutionen die Relation besteht, 
welche ausdrückt, daß die Substitution bei der betreffenden Anzahl von 
Wiederholungen die identische Substitution ergibt. Die an den gegebenen 
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relativen Windungspunkten unendlich hoher Ordnung sich ergebenden line- 
aren Umlaufssubstitutionen sind parabolisch, wie ich ın der Abhandlung 
Math. Ann. Bd. 67 unter allgemeineren Voraussetzungen zeige (S. 155ff.). 

Für den vorliegenden Fall kann der Beweis folgendermaßen ge- 
führt werden. 

Um den betreffenden relativen Windungspunkt z=a, den wir uns 
etwa als einen gewöhnlichen im Endlichen liegenden Punkt vorstellen, 
werde ein kleiner Kreis k, mit dem Radius g konstruiert. Wir unter- 
suchen die konforme Abbildung des Inneren dieses Kreises durch die Funk- 
tion t(x,y) und nehmen sogleich an, daß wir es mit dem nichteuklidischen 
Fall zu tun haben, da im euklidischen Fall die Richtigkeit unserer Be- 
hauptung unmittelbar klar ist. Wir denken zum Zwecke des Beweises 
das Wertegebiet T als obere Halbebene normiert. Die zu untersuchende 
Substitution werde als hyperbolisch in der Form !’=c-.t angenommen, 
wobei mit c eine von Null und Eins verschiedene reelle positive Konstante 
bezeichnet wird. Es wird nun der genannten Kreislinie k,, die man sich 
dabei unendlich oft durchlaufen zu denken hat, eine den Nullpunkt mit 
dem unendlich fernen Punkt verbindende Linie Z! in der t-Ebene ent- 
sprechen. Die Linie / teilt die obere Halbebene in zwei Teile, deren einer 
G, dem Inneren des Kreises k, entspricht. In @, nimmt die Funktion 
z(t) nur Werte an, die der Ungleichheitsbedingung 2 —a <-o genügen. 
Läßt man jetzt o unendlich klein werden, so ergibt sich, daß die Funktion 
x(t) längs desjenigen Teiles der Achse des Reellen, welcher das Gebiet @, 
begrenzt, stetig in den konstanten Wert a übergeht. Die Funktion z(t) 
würde demnach über die Achse des Reellen hinaus analytisch fortgesetzt 
werden können und, da sie längs eines Stückes der Achse des Reellen 
konstant ist, überhaupt konstant sein, was offenbar nicht der Fall ist. 

Was nun die Funktionen, (z,%),t(x,y), t, (2,4%) anbetrifft, so werden 
dieselben erhalten, indem man die einfach zusammenhängenden Flächen 
&,,,®;.1, $}, umkehrbar eindeutig konform auf die obere Halbebene ab- 
bildet. Es bedarf noch eines besonderen Nachweises, daß die so als Ab- 
bildungsfunktion gefundenen Funktionen {,, £,, ' sich über die mit den Re- 
alitätszügen koinzidierenden Begrenzungslinien der genannten Überlagerungs- 
flächen regulär analytisch fortseizen lassen. Daß dies tatsächlich so ist, 
ergibt sich auf Grund des Spiegelungsprinzips für Potentialfunktionen aus der 
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Bemerkung, daß jedenfalls die zugleich mit der Abbildungsfunktion exi- 
stierende Greensche Funktion stetig in den Wert Null übergeht, wenn man 
sich gleichmäßig einer solchen Begrenzungslinie nähert, nämlich darum, weil 
die genannte Abbildungsfunktion eine Abbildung der erwähnten Fläche auf das 
ganze Innere der oberen Halbebene liefert. (S. auch Zeile 10ff. von unten). 

Die zwischen den verschiedenen Zweigen der Funktionen {,(z,%) 
usw. ‚bestehenden reellen linearen Substitutionen bilden eine stets auch 
auf der Achse des Reellen selbst eigentlich diskontinuierliche Gruppe. Diese 
Gruppe enthält in folgenden Fällen, und zwar nur in diesen Fällen, auch 
Substitutionen mit negativer Determinante, welche eine Vertauschung der 
oberen und unteren Halbebene bewirken: bei i, und {/, wenn F, diasymme- 
trisch ist; bei £,’ stets, insofern als jedenfalls die zu einem Endpunkte eines 
Realitätszuges gehörende elliptische Substitution negative Determinante hat. 


$5. Die Alternative des euklidischen und nichteuklidischen Falles. 


Es werde hier noch eine Untersuchung angestellt, betreffend die 
Entscheidung über die Alternative zwischen endlicher Kreisfläche (nichteukli- 
discher Fall) und ganzer euklidischer Ebene (euklidischer Fall). Ist zunächst 
die Fläche F selbst einfach zusammenhängend, so ist die Fläche & mit 
der Fläche F identisch. Die Frage, ob eine einfach zusammenhängende 
Fläche B auf den Einheitskreis oder auf die ganze Ebene abzubilden ist, 
läßt sich in speziellen Fällen speziell entscheiden. 

Einige Fälle, in welchen die Entscheidung sofort zugunsten der 
endlichen Kreisfläche getroffen werden kann, mögen besonders erwähnt 
werden. 

Hat der Bereich B, wie z.B. &, ,, ein Linienstück als Begrenzung 
oder Teil seiner Begrenzung von der Art, daß man sich die Fläche B über 
dieses Begrenzungsstück hinaus erweitert denken kann zu einer Fläche B, 
die wir uns auch als einfach zusammenhängend vorstellen dürfen, so ist B 
stets auf die Fläche des Einheitskreises abbildbar, nicht auf die ganze Ebene 
exkl. des unendlich fernen Punktes. 

Die vorstehende Behauptung ergibt sich sofort aus folgenden Be- 
merkungen. Nach dem allgemeinen Satze kann man B auf ein schlichtes 
Gebiet abbilden. Bei dieser Abbildung geht B in einen Teil der schlichten 
Ebene über, wobei nun notwendig ein zweidimensionales Stück der Ebene 
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unbedeckt bleibt. Durch lineare Transformation kann man erreichen, daß 
das ganze Gebiet außerhalb des Einheitskreises unbedeckt bleibt. Ein solches 
Gebiet kann nun aber in der Tat nicht auf die ganze Ebene exkl. des 
unendlich fernen Punktes abgebildet werden zufolge den Bemerkungen S. 260. 

Wesentlich aus denselben Gründen kann überhaupt eine einfach 
zusammenhängende Fläche, welche ein zweidimensionales Stück der Ebene 
unbedeckt läßt, dabei jedoch unendlich-vielblättrig sein kann, stets nur auf 
eine endliche schlichte Kreisfläche abgebildet werden. Denn nehmen wir: 
etwa an, was gestattet ist, daß der abzubildende Bereich das ganze Äußere 
des Einheitskreises unbedeckt läßt und daß es möglich ist, diesen Bereich 
umkehrbar eindeutig konform auf die ganze Ebene exkl. allein des unend- 
lich fernen Punktes abzubilden, so würde die Umkehrungsfunktion dieser 
Abbildungsfunktion eine analytische Funktion sein, die für alle endlichen 
Punkte der Ebene eindeutig und regulär ist, außerdem noch dem absoluten 
Betrage ihrer Werte nach unterhalb Eins bleibt. Diese Umkehrungsfunk- 
tion müßte sich demnach auf eine Konstante reduzieren. 

Ein weiterer bemerkenswerter Fall ist der zuerst von Herrn Poincare*) 
betrachtete Fall, in welchem die abzubildende Fläche mindestens drei von- 
einander verschiedene Punkte der Ebene, etwa 0, 1, ©, von allen ihren 
Blättern unbedeckt läßt. Betrachtet man dann mit Powncare die in 0, 1, 
verzweigte elliptische Modulfunktion als Funktion des Ortes auf der ab- 
zubildenden Fläche B, so wird dieselbe auf B unverzweigt und folglich, 
weil B einfach zusammenhängend ist, auf B eindeutig sein. Durch die 
Modulfunktion wird demnach die Fläche B umkehrbar eindeutig konform 
auf eine andere ebenfalls einfach zusammenhängende Fläche abgebildet, 
welche die ganze untere Halbebene unbedeckt läßt. Damit sind wir auf 
den unmittelbar vorher betrachteten Fall geführt. 

Schließlich sei noch verwiesen auf die weiter unten S. 284 ff. ausge- 
führte Untersuchung über die Alternative des euklidischen und nichteukli- 
dischen Falles bei Zugrundelegung geschlossener Riemannscher Flächen F, 
d. i. Riemannscher Flächen für algebraische Funktionen y(z). 

Fassen wir jetzt den Fall einer zweifach zusammenhängenden Fläche F 
ins Auge. In diesem Falle wird & relativ zu F unendlich-vielblättrig. Um 





*) Bull. de la Soc. math. de France, t. XI, 1883. 
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ein Urteil zu gewinnen, wann & auf die ganze Ebene, wann auf die Kreis- 
fläche abbildbar ist, denken wir uns den Bereich F zunächst auf Grund 
unseres allgemeinen Abbildungsprinzips auf einen schlichten zweifach zu- 
sammenhängenden Bereich abgebildet. Diesen zweifach zusammenhängen- 
den Bereich bilden wir dann konform auf die Fläche eines Kreisrings ab. 
Man hat zu unterscheiden den Fall, in welchem beide Kreise Punkte sind, 
von dem anderen Falle, in welchem von den beiden Begrenzungskreisen sich 
höchstens einer auf einen Punkt reduziert. Man erkennt nämlich sofort, 
indem man sich nunmehr die einfach zusammenhängende Überlagerungs- 
fläche & relativ zum Ring gebildet denkt, daß die konforme Abbildung 
dieser Fläche auf eine einblättrige Fläche in allen Fällen durch die Funk- 
tion Logarithmus vermittelt wird. Die ganze Ebene ergibt sich dabei 
dann und nur dann, wenn beide Begrenzungskreise des Ringes sich auf 
einen Punkt reduzieren. 

Hat z. B. die Fläche B ein Begrenzungsstück, über welches hinaus 
dieselbe um ein zweidimensionales Flächenstück erweitert werden kann, so 
liegt sicher der nichteuklidische Fall vor; vgl. S. 280 unten. 

Ist der Zusammenhang der Fläche F größer als 2, so liegt unter 
allen Umständen der nichteuklidische Fall vor. 

Zum Beweise nehmen wir erstens den Fall an, daß F schlichtartig 
ist. Dann bilden wir F auf einen schlichten Bereich @ ab und haben 
mindestens drei unbedeckte Punkte der Ebene. Bilden wir nun die einfach 
zusammenhängende Überlagerungsfläche &, des Bereichs @, so ist dieselbe 
im Sinne der konformen Abbildung mit der zu F gehörenden Fläche & 
äquivalent. Nun ist 2, nach dem Poincareschen Kriterium (S. 281) in 
der Tat auf den Einheitskreis abbildbar; also gilt dasselbe für 2. 

Haben wir den Fall, daß die Fläche F nicht schlichtartig ist, so 
machen wir sie erst durch Rückkehrschnitte schlichtartig (wie in $ 2 des 
ersten Teiles) und bilden die a. a. O. konstruierte noch nicht einfach zu- 
sammenhängende schlichtartige Überlagerungsfläche, welche jedenfalls un- 
endlich-vielfach zusammenhängend ist. Denken wir uns dieselbe auf Grund 
unseres allgemeinen Abbildungsprinzips auf einen schlichten Bereich kon- 
form abgebildet, so kann man wieder drei verschiedene Punkte wählen, welche 
von diesem Bereiche nicht bedeckt werden und daher auch nicht von der 
einfach zusammenhängenden Überlagerungsfläche dieses Bereiches. 
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Die Frage der Alternative läßt sich für #” analog behandeln. 

Ist F einfach zusammenhängend und nur ein relativer Windungs- 
punkt endlicher oder unendlich hoher Ordnung gegeben, so fällt die Ent- 
scheidung für die Fläche $’ in demselben Sinne aus wie für die Fläche ». 

Sind zwei relative Windungspunkte auf F gegeben, so tritt, falls die 
zugeordneten Verzweigungszahlen nicht beide gleich 2 sind, der nicht- 
euklidische Fall ein, sonst der euklidische oder nichteuklidische Fall, jenach- 
dem für P=F der euklidische oder nichteuklidische Fall eintritt. Sind 
drei oder mehr Windungspunkte auf F gegeben, so tritt stets der nicht- 
euklidische Fall ein. Zum Beweise denke man sich F in eine schlichte 
Kreisfläche bzw. in die ganze Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes 
verwandelt und dabei zugleich &’ mittransformiert. Sind nun a und b 
zwei der relativen Windungspunkte der transformierten Fläche #’, n, und 
N; die zugehörenden Verzweigungszahlen, so vermittelt die zu a, b, x 
gehörende Schwarzsche Dreiecksfunktion mit den Verzweigungszahlen n,, 
N,, wo eine umkehrbar eindeutige Abbildung der transformierten Fläche &’ 
auf eine Fläche, welche außer in dem oben bezeichneten Ausnahmefalle 
ein zweidimensionales Stück der Ebene unbedeckt läßt. 

Nach denselben Prinzipien (Abbildung von F auf schlichten Kreis- 
ring und Anwendung der Schwarzschen s-Funktion) findet man: Ist F 
zweifach zusammenhängend, so tritt stets der nichteuklidische Fall ein. — 

Ist F dreifach zusammenhängend oder von noch höherem Zusammenhange, 
so ist die oben für die zu F gehörende Fläche & benutzte Hilfsabbildung auch 
für die Fläche &’ brauchbar. Es tritt also immer der nichteuklidische Fall ein. 


Bemerkung: Die vorstehende Diskussion gründete sich wesentlich auf 
allgemeine Prinzipien der konformen Abbildung. Man kann jedoch zu 
denselben Resultaten auch durch eine einfache gruppentheoretische Überlegung 
gelangen. Zu diesem Zwecke hat man die $. 278ff. besprochene Struktur 
der zugleich mit t bzw. t’ definierten Gruppe mit der Struktur der voll- 
ständig bekannten *) diskontinuierlichen Bewegungsgruppen der euklidischen 
Ebene zu vergleichen. 


*) Bezüglich dieser Gruppen verweise ich auf „Frieke-Klein, Vorlesungen über 
die Theorie der automorphen Funktion“ Bd. 1], S. 222ff. sowie auf meine Abhandlung 
„Über die Uniformisierung der algebraischen Kurven. 1.“ Math. Ann. Bd. 67.1909, S. 164 fl. 

Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 4. 38 
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$6. Der Fall der algebraischen Kurven: Aufbau der Überlagerungsfläche; 
die Alternative des euklidischen und nichteuklidischen Falles. 


Die ın $1 gestellten Probleme wurden zunächst unter der Vor- 
aussetzung behandelt, daß wir es mit nicht geschlossenen Riemannschen 
Flächen F zu tun haben oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß die zu- 
srunde liegende analytische Funktion y(x) eine transzendente analytische 
Funktion ist. Der Fall der algebraischen Kurven ist von mir in der 
mehrfach erwähnten Abhandlung ‚Über die Uniformisierung der algebraischen 
Kurven. I.“ selbständig behandelt worden, wobei das zugrunde liegende 
Abbildungstheorem über einfach zusammenhängende Riemannsche Flächen 
ebenfalls auf einem wesentlich anderen Wege bewiesen ist. (8. das 
Referat in $ 14 des ersten Teiles.) 

Indem wir die Probleme A,B,C,D,E, wie sie oben für den Fall 
analytischer Kurven gestellt worden sind, der Reihe nach durchgehen, 
haben wir zunächst die Frage nach der Konstruktion der Überlagerungs- 
flächen &, $’, b,, $b/, $’ zu beantworten. 

Hier ist zunächst zu sagen, daß die Konstruktion der Flächen #,, $/,$! 
bzw. der halben einfach zusammenhängenden Flächen &, ,, Pi, P}ı*) gar 
keine Schwierigkeit darbietet, da die zugrunde liegende Riemannsche Fläche 
F, ım vorliegenden Falle endlich-vielfach zusammenhängend ist und die 
Anzahl der relativen Windungspunkte ebenfalls endlich ist. Die einfach 
zusammenhängende Überlagerungsfläche wird also erhalten, wenn man diese 
endlich-vielfach zusammenhängenden Flächen so aufschneidet, wie wir oben 
S. 272 die Näherungsfläche F, zu einer einfach zusammenhängenden Fläche 
aufgeschnitten haben, nämlich mit Benutzung von Querschnitten erster 
und zweiter Art, zu denen bei &) und &’’ noch Einschnitte hinzutreten. 

Um auch die Überlagerungsflächen > und #’ zu finden, können 
wir die oben in $ 3 geschilderte Methode direkt nicht mehr anwenden, weil 


die Fläche F jetzt geschlossen ist. Wir können jedoch mittelbar von 


*) Bezüglich der Konstruktion dieser Flächen verweise ich auch auf S. 201 ff. 
meiner Abhandlung in den Math. Ann., Bd. 67. In dieser Abhandlung habe ich auch 
S. 194ff. die Flächen $ und &’ nach einer von der in vorliegender Abhandlung ent- 
wickelten wesentlich verschiedenen Methode konstruiert. Die in vorliegender Ab- 
handlung dargelegte Methode nimmt ihre Orientierung an einer von mir 1907 in den 
(ött. Nachr. veröffentlichten Note „Zur Uniformisierung der algebraischen Kurven“. 
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dieser Methode Gebrauch machen, indem wir Alfsüberlagerungsflächen bilden, 
welche noch nicht einfach zusammenhängend sind. Als Grundlage dient 
uns dabei folgendes Theorem, welches auch für die geschlossenen Aiemann- 
schen Flächen gilt: 

Satz: Es sei F irgend eine Riemannsche Fläche. Auf derselben 
seven relative Windungspunkte mit den zugeordneten Windungszahlen markiert 
ın endlicher oder unendlich großer Zahl, wobei kein innerer Häufungspunkt 
dieser relativen Windungspunkte existieren möge. Es sei F eine der Fläche 
F übergelagerte Fläche, welche, sofern sie überhaupt relative Windungspunkte 
besitzt, nur im den markierten singulären Punkten relative Windungspunkte 
hat, deren Windungszahlen entweder gleich den gegebenen Windungszahlen sind 
oder aber genaue Teile derselben. Bidet man dann einerseits die einfach 
zusammenhängende Überlagerungsfläche $ der Fläche F mit den betreffenden 
gegebenen relativen Windungspunkten, andererseits die einfach zusammen- 
hängende Überlagerungsfläche der Fläche b der Fläche F mit denselben *) 
relativen Windungspunkten, wobei jedoch für jeden relativen Windungspunkt 
(relativ zu F) die relative Windungszahl gleich dem Quotienten der ursprüng- 
lich gegebenen Windungszahl durch die relative Windungszahl von P relativ 
zu F ist, so ist die Fläche $ mit der Fläche $b identisch. 

Der Beweis ergibt sich einfach aus der Bemerkung, daß, wenn 
man irgend zwei relativ zu F koinzidierende Punkte der Flächen # und 
<b einander zugeordnet denkt, diese Zuordnung sich über die ganzen Flächen 
$b und # hin fortsetzen läßt und sich als eine relativ unverzweigte, daher 
wegen des einfachen Zusammenhanges umkehrbar eindeutige Punktzuordnung 
der genannten Fläche darstellt. 

Von diesem Satze machen wir nun in folgender Weise Gebrauch 
zur Konstruktion der Flächen ? und #’ über einer geschlossenen Fläche F, 

Für p=0 ist die Fläche & mit F identisch. Für p=1 bekommen 
wir &, indem wir zunächst die Fläche F durch einen Rückkehrschnitt in 
eine schlichtartige**) Fläche F’ verwandeln und von dieser, wie auf >. 203 
des ersten Teiles, zu einer schlichtartigen Überlagerungsfläche F übergehen, 


*) Das soll heißen: Wenn a einer der auf F markierten Punkte ist, so sind 
auf F alle über a befindlichen Punkte zu markieren und mit der im Texte angegebenen 
Windungszahl zu versehen. 

**), D,. i. eine durch jeden inneren Rückkehrschnitt zerfallende. 


38* 
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welche im vorliegenden Falle zweifach zusammenhängend ist. Von dieser 
zweifach zusammenhängenden Fläche gehen wir nun durch einen neuen 
Überlagerungsprozeß, nämlich durch periodische Überdeckung zur gesuchten 
Fläche # über, welche durch das elliptische Integral erster Art auf die 
euklidische Ebene abgebildet wird. 

Nehmen wir den Fall p>>2, so verwandeln wir F durch p getrennte 
Rückkehrschnitte in eine schlichtartige Fläche 7’, bilden dann mittels 
des in $2 des ersten Teiles geschilderten Prozesses die schlichtartige Über- 
lagerungsfläche F, welche unendlich-vielfach zusammenhängend und unge- 
schlossen ist. Auf diese können wir nunmehr unsern oben 8. 271#f. 
erläuterten allgemeinen Überlagerungsprozeß zur Bildung der einfach zu- 
sammenhängenden Überlagerungsfläche # anwenden, wobei jetzt lediglich 
Querschnitte zweiter Art benötigt werden, da F schlichtartig ist. 

Was die Bildung der Fläche &’ anbetrifft, so erledigen sich die 
Fälle 9>1 mittels derselben Hilisfläche F. 

Ist jedoch p=0, so verfahren wir in anderer Weise. Der leitende 
Gedanke muß dabei wieder sein, zu einer ungeschlossenen Überlagerungs- 
fläche zu gelangen, deren relative Windungspunkte als Windungszahlen 
Teile der gegebenen Windungszahlen haben. 

Zunächst schließen wir die bekannten Schwarzschen*) Dreiecksfälle, 
in welchen die konforme Abbildung auf eine Vollkugel stattfindet, aus. 
Es sind dies folgende Fälle, in welchen die Anzahl der gegebenen Windungs- 
punkte gleich drei ist und die Windungszahlen folgendermaßen zu nehmen 
sind: 2,2,n (n>2); 2,3,3; 2,3,4; 2,3,5. 

Die betreffenden Kreisbogendreiecke haben, wenn allgemein mit 
N,,N%g, N, die drei Windungszahlen bezeichnet werden, die Winkel 2 = = 
deren Summe größer als 7 ist. In dem Falle, in welchem die Summe 
gleich n ist, ergeben sich euklidische Dreiecke und es wird die konforme 
Abbildung der in diesem Falle unendlichviel-blättrig ausfallenden einfach 
zusammenhängenden Fläche &’ durch ein elliptisches Integral vermittelt. 
Sind die Windungszahlen so gegeben, daß die Winkelsumme kleiner als nı 


wird, so erhalten wir den nichteuklidischen Fall, indem die Reproduktionen 


*, H. A. Schwarz: „Über diejenigen Fälle, in welchen die Gaußische hyper- 
veometrische Reihe F(«a,$,y: x) eine algebraische Funktion ihres vierten Elementes 
ist“. Dieses Journal, Bd. 75, S. 292 ff. = Ges, Abh. Bd. II. 
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eines solchen Kreisbogendreiecks die Fläche des in diesem Falle vorhandenen 
gemeinschaftlichen Orthogonalkreises lückenlos bedecken. Die konforme 
Abbildung geschieht durch die Schwarzsche s-Funktion. Das uns un- 
mittelbar zugängliche Bild der nebeneinander gelagerten Dreiecke gibt uns 
auch eine unmittelbare Anschauung der Art und Weise, wie die Fläche 
&b’ ın den genannten Fällen zu bilden ist. Zu diesen Fällen nehmen wir 
noch den Fall von vier singulären Punkten mit den zugehörenden Windungs- 
zahlen 2,2,2,2 hinzu, welche auf das elliptische Integral erster Art führt. 
Die zugehörende Überlagerungsfläche kann ebenfalls als eine uns bekannte 
Fläche gelten. 

Nehmen wir nun bei p=0 die Zahl m der relativen Windungs- 
punkte größer als drei an. 


Wir betrachten zunächst den Fall, in welchem sich unter den 
Windungszahlen drei solche n,,n,,n; befinden, für welche die Summe 


= = n + _<1 ist. Wır bilden dann über F die zu diesen drei Win- 
1 2 


dungspunkten mit den betreffenden Windungszahlen gehörende ungeschlossene 
Überlagerungsfläche F, welche unendlich-vielblättrig ist. Auf der Fläche F 
haben wir nun in allen relativen Blättern die noch nicht berücksichtigten 
singulären Punkte mit den betreffenden Windungszahlen zu markieren und 
über F die entsprechende einfach zusammenhängende Überlagerungsfläche &’ 
zu bilden, was nach $. 275 geschehen kann, da die Fläche F unge- 
schlossen ist. 

Ist jetzt für je drei der gegebenen singulären Punkte auf F(p=0) 
die obige Summe größer als Eins, so verfahren wir folgendermaßen: wir nehmen 
irgend drei der Punkte heraus und konstruieren zu diesen drei Punkten die 
zugehörige endlich-vielblättrige geschlossene Überlagerungsfläche F, die 
ihrerseits vom Geschlecht null ist. Die Anzahl der relativen Blätter 
(Blätter relativ zu F) dieser Fläche ist stets größer als vier. Wir haben 
nun auf der Fläche F die noch zu berücksichtigenden Windungspunkte in 
allen Blättern zu markieren. Alsdann ergeben sich auf F mindestens vier 
voneinander verschiedene Stellen mit gleicher Windungszahl. Wir haben 
also wieder den Fall p=0, m>4 und können nun, wenn jetzt viermal 
die Windungszahl 2 vorkommt, über F eine neue ungeschlossene Über- 


lagerungsfläche F bauen, nämlich die Fläche des Abelschen Integrales erster 
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Art. Kommt aber die 2 nicht viermal vor, so kommt eine Zahl », welche 
größer als zwei ist, viermal vor. Wir wählen drei dieser Punkte und bilden 
relativ zu F die durch diese drei Punkte bestimmte Überlagerungsfläche F, 
welche nun unendlich-vielblättrig, also auch ungeschlossen ist und auf wel- 
cher unendlich viele Punkte mit einer Verzweigungszahl zu versehen sind. 
Zur Bildung der gesuchten Fläche &’ können wir jetzt direkt die oben 
$ 3 entwickelte Methode anwenden. 

Das Wesentliche, was durch die soeben geschilderte Methode zur 
Bildung der einfach zusammenhängenden Überlagerungsfläche $ bzw. &’ 
über einer geschlossenen Fläche F erreicht wird, ist dieses, daß uns diese 
Methode auch unmittelbar Aufschluß gibt über die Frage der Entscheidung 
der Alternatiwe zwischen euklidischem und nichteuklidischem Fall. Wir haben 
nämlich, abgesehen von den einfachsten Fällen, in welchen die Funktion 
t(z,y) bzw. t’(z,y) entweder elementar oder ein elliptisches Integral erster 
Art oder eine Schwarzsche s-Funktion ist und in welchen wir daher die 
Entscheidung über die Alternative als etwas uns bereits Bekanntes be- 
trachten durften, die Fläche & bzw. &’ aufgefaßt als Überlagerungsfläche 
einer schlichtartigen unendlich-vielblättrigen Hilfsfläche, welche im Falle 
der Fläche & (p>2) unendlich hohen Zusammenhang hat, im Falle der 
Fläche &’ (p>>0) unendlich viele als relative Windungspunkte markierte 
Punkte enthält. Für diese Flächen trıtt daher auf Grund der Untersuchung 
S. 280 ff. stets der nichteuklidische Fall ein. Hiermit ist das oben in der 
Einleitung erwähnte Klein- Poincaresche Grenzkreistheorem vollständig be- 
wiesen. In der Tat sind die von uns mit i(z,y) und !’(z,y) bezeichneten 
Transzendenten für algebraische Kurven (x,y) wesentlich dieselben Größen, 
deren Existenz das erwähnte Klein-Poincaresche Theorem behauptet. Die 
Existenz wesentlich der von uns mit t£,(x,y) und t;(z,y) bezeichneten Trans- 
zendenten ist für den Fall einer orthosymmetrischen algebraischen Aremann- 
schen Fläche zuerst von Fricke behauptet worden (‚Vorlesungen über die 
Theorie der automorphen Funktionen Bd. II, S.46 oben). 

Was die Existenz der Größen t,, t/, t/ anbetrifft, so ergibt sich 
dieselbe genau ebenso wie oben $. 279 im Falle reeller transzendenter 
Kurven. Es ist jedoch im Gegensatz zu den transzendenten Kurven 


folgender Satz noch besonders zu vermerken: 
Die Größen t,, !', t/ sind durch ihre oben S. 256—257 angegebenen 


8 
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Uniformisterungseigenschaften im Falle der algebraischen Kurven bereits bis 
auf eine reelle lineare Substitution bestimmt*). 

Der Beweis ergibt sich mit Hilfe derselben Methoden, nach welchen ich 
in der Abhandlung ‚‚Über die Uniformisierung der algebraischen Kurven. II.‘ 
in $ 20 bzw. 6—10 dartun konnte, daß die a. a. 0. untersuchten Transzenden- 
ten lediglich durch ihre Uniformisierungseigenschaften charakterisiert werden 
können. Man beachte dazu folgendes. Bei der Bildung der Überlagerungs- 
flächen &,,,P/ 1,25, hat man im vorliegenden Falle nicht nötig, die 
betreffende zugrunde liegende Fläche [F,] bzw. |F,} erst durch Näherungs- 
flächen auszuschöpfen, wie wir dies im allgemeinen Falle behufs Bildung 
der Fläche & bzw. «&b’ aus F taten. Vielmehr wird man direkt [F,] bzw. 
IF} durch Querschnitte und eventuell Einschnitte in eine einfach zusammen- 
hängende Fläche verwandeln und den Überlagerungsprozeß anwenden, wobei 
wir uns die genannten einfach zusammenhängenden Flächenstücke in un- 
endlich vielen Exemplaren vorhanden zu denken haben. Das durch die 
Funktion £, bzw. £ bzw. t/” entworfene Bild des bezüglichen einfach zu- 
sammenhängenden Flächenstücks wird ein an die Achse des Reellen mit 
mehreren Begrenzungsteilen anstoßender Bereich, welcher bei Hinzunahme 
seines Spiegelbildes in bezug auf die Achse des Reellen einen mehrfach 
zusammenhängenden Bereich mit linear bezogenen Rändern liefert vom Typus 
der in der genannten Abhandlung in den Math. Ann., Bd. 69 von mir be- 
trachteten Fundamentalbereiche. Der a. a. O. ın den genannten Paragraphen 
geführte Beweis läßt sich dabei im vorliegenden Falle noch auf Grund der 
Bemerkung vereinfachen, daß jetzt nicht erst die Summe der Quadrate der 
Umfänge, sondern bereits die Summe der Umfänge selbst aus bekannten 
Gründen konvergiertt. Man kommt daher auch ohne den a.a. 0.820 be- 
nutzten Verzerrungssatz aus. 


$ 7. Beziehung der zentralen Uniformisierungsprobleme zu den 
diskontinwierlichen nichteuklidıschen Bewegungsgruppen. 


Indem wir von einer Fläche F bzw. F, ausgingen und die zuge- 
hörenden Funktionen t,t’,t,,t,t konstruierten, sind wir in jedem ein- 


*) Vgl. meine Note ‚Über die Uniformisierung reeller algebraischer Kurven“. 
Gött. Nachr. 1907. Es ist also nicht erst eine Normierung erforderlich; die Größe 
ist vielmehr von selbst normiert. 
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zelnen Falle zu einer bestimmten eigentlich diskontinuierlichen Gruppe ge- 
langt, welche gemäß einer von Herrn Klein und Herrn Poincare eingeführten 
Interpretation als diskontinuierliche Bewegungsgruppe der absoluten Ebene 
(Riemannsche, euklidische, im allgemeinen Bolyai-Lobatschefskysche Ebene) 
aufgefaßt werden können. Es gilt auch umgekehrt der Satz, daß auf die 
erwähnte Weise überhaupt alle diskontinuierlichen Bewegungsgruppen der 
absoluten (reometrie erhalten werden und zwar sowohl die mit endlich vielen 
als auch die mit unendlich vielen Gruppenerzeugenden. 


Um den vorstehend behaupteten Satz einzusehen, gehe man von 
einer solchen Gruppe aus, indem man sich dieselbe gegeben denkt. Ist 
diese Gruppe eine Bewegungsgruppe der Riemannschen Ebene, so ist sie 
stets endlich. Sind dann w,(!’)=t’, w(t’), w(!’), ... wm, (#) die in dieser 
ıruppe enthaltenen linearen Substitutionen und ist 4, ein t’-Wert, dessen 


sämtliche m äquivalente Werte untereinander verschieden sind, so ist 
m—1 1 


En 
eine Funktion von t’, welche bei den Substitutionen der Gruppe ungeändert 
bleibt und jeden Wert genau m-mal annimmt. Durch Vermittelung der 
Funktion z(t’) wird die schlichte ?’-Ebene umkehrbar eindeutig konform 
auf eine geschlossene einfach zusammenhängende Riemannsche Fläche & 
mit m Blättern abgebildet. Die Fläche # ist, da die zu einem bestimmten 
& -Werte gehörenden m t’-Werte durch die linearen Substitutionen %,,... Yn_ı 
verbunden sind, relativ regulär über der schlichten x-Ebene ausgebreitet, 
die wir jetzt zweckmäßig mit F bezeichnen würden. Die Funktion ?’(x) 
liefert uns nun in der Tat eine Uniformisierung der geschlossenen Ariemann- 
schen Fläche F, für welche p=0 ist, und zwar eine Uniformisierung mit 
relativen Windungspunkten. Insbesondere handelt es sich hier, da # 
endlich -vielblättrig ist, um diejenigen Uniformisierungen der Fläche 9=0, 
welche durch die Schwarzschen Vollkugelfälle*) der hypergeometrischen Reihe 
geliefert werden. (S. 162 ff. meiner Abhandlung ‚Über die Uniformisierung 
der algebraischen Kurven. I.‘ in den Math. Ann. Bd. 67, 1909.) Bezüglich 
der Entstehung aller diskontinuierlichen Bewegungsgruppen der euklidischen 
Ebene durch spezielle zu p=0 und p=1 gehörende Uniformisierungs- 


z(t’) 


*) Abhandlung über die hypergeometrische Reihe. 
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transzendenten sei ebenfalls auf die erwähnte Abhandlung (Abschnitt C) 
hingewiesen. 

Betrachten wir nunmehr den allgemeinen Fall, in welchem die zu 
untersuchende gegebene diskontinuierliche Gruppe aus lauter reellen Sub- 
stitutionen besteht. Damit eine solche Gruppe diskontinuierlich ist, ist 
bekanntlich notwendig und hinreichend das Nichtvorkommen von infinite- 
simalen Substitutionen. Es sind jetzt zwei charakteristisch unterschiedene 
Fälle zu betrachten. Die Gruppe kann nämlich entweder auf der Achse 
des Reellen diskontinuierlich sein oder nicht. Im ersten Falle wird das 
vollständige Gebiet, für welches die Gruppe diskontinuierlich ist, von der 
ganzen Ebene mit Ausschluß von unendlich vielen diskreten Punkten auf 
der Achse des Reellen gebildet, im zweiten Falle von der oberen und 
unteren Halbebene einzeln, ohne daß zwischen diesen beiden Halbebenen 
ein Übergang über die Achse des Reellen hinweg besteht. 

Betrachten wir zunächst den zweiten Fall. Indem wir die Gesamt- 
heit aller vermöge der Substitutionen der Gruppe äquivalenten Punkte der 
oberen Halbebene als einen einzigen idealen Punkt auffassen, gewinnen 
wir, indem wir uns diesen Punkt variabel vorstellen, die Vorstellung einer 
nur aus inneren Punkten bestehenden Mannigfaltigkeit R. M., welche wir in 
Erweiterung einer von Herrn Klewn*) für geschlossene Mannigfaltigkeiten ent- 
wickelten Auffassung als eine „Riemannsche Mannigfaltigkeit‘‘ bezeichnen 
wollen. Auf die Mannigfaltigkeit R. M. können wir, da die Umgebung 
jedes Punktes dieser Mannigfaltigkeit oifenbar konform auf eine gewöhn- 
liche Kreisfläche abgebildet werden kann, die im ersten Teile unserer Ab- 
handlung dargelegte Methode des Existenzbeweises für die a. a. O. mit U 
bezeichnete Potentialfunktion anwenden. Wir können also in der Ebene 
unserer Gruppe zwei Potentialfunktionen U® und U® finden, welche bei 
den Substitutionen der Gruppe ungeändert bleiben und von welchen jede 
nur an einer Stelle und den äquivalenten unstetig wird wie die Funktion 
U, d.i. wie r'cosg. DBezeichnen wir mit Y® und V® die zu U" und 


U® gehörenden konjugierten Potentialfunktionen, so ist der Quotient 
“ d(UW +4 VW) 
(*) KUD +:V®) 





*) Math. Ann. Bd. XXI, 1883 in der Abhandlung „Neue Beiträge zur Riemann- 
schen Funktionentheorie.“ 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 4. 39 
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eine eindeutige analytische Funktion, welche bei den Substitutionen der 
Gruppe ungeändert bleibt und in der ganzen oberen Halbebene den Cha- 
rakter einer rationalen Funktion besitzt*).. Durch Vermittelung dieser 
Funktion wird die obere Halbebene konform auf eine Riemannsche Fläche 
F abgebildet, wobei jedem vollständigen System von untereinander äqui- 
valenten Punkten der Halbebene umkehrbar eindeutig ein Punkt der Fläche 
F zugeordnet ist. Die Umkehrungsfunktion der betrachteten Abbildungs- 
funktion ist eine auf der Fläche F erklärte unendlich vieldeutige Funktion, 
deren relative Zweige durch die Substitutionen. der gegebenen Gruppe 
ineinander übergehen. Diese Umkehrungsfunktion ist nun in der Tat, wie 
man jetzt sojort bemerkt, entweder die zu F gehörende in $ 4 kon- 
struierte Funktion ?t oder eine der dort konstruierten Funktionen !’. Q. e.d. 

Im ersten Falle, in welchem die gegebene Gruppe auch auf der 
Achse des Reellen diskontinuierlich ist, entspricht die zu betrachtende 
Riemannsche Mannigfaltigkeit R.M. der ganzen Ebene mit Ausschluß nur 
der Grenzstellen auf der Achse des Reellen. Wir nehmen jetzt zu der 
».291 konstruierten Funktion (*) die konjugierte Funktion des konjugierten 
Arguments hinzu. Die Summe der beiden Funktionen ist dann eine für 
reelle Werte des Arguments reelle Funktion, durch deren Vermittelung eine 
konforme Abbildung der Ebene der Gruppe auf eine symmetrische Riemann- 
sche Fläche F, ausgeführt wird, wobei zu äquivalenten Punkten der Ebene 
stets ein und derselbe Punkt der Fläche F, gehört, während zu nicht- 
äquivalenten Punkten der Ebene stets verschiedene Punkte auf F, gehören. 
Denjenigen Stücken der Achse des Reellen, auf welchen sich die Gruppe 
diskontinuierlich verhält, entsprechen die Realitätszüge auf F,. Man er- 
kennt wiederum leicht, daß die Umkehrungsfunktion der erwähnten Ab- 
bildungsfunktion entweder die zu F, gehörende Funktion ?, oder eine Funk- 
tion t/ oder t/ ist. @Q.e. d.**) 


*, Eine solche Funktion hätten wir natürlich auch mittels Poincaröscher 
©-Reihen bilden können. 

**, Dem vorliegenden „zweiten Teil“ beabsichtige ich demnächst noch einen 
„dritten Teil“ folgen zu lassen. 
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Über die Zerlegung der endlichen Gruppen in 
direkte unzerlegbare Faktoren. 


Von Herrn R. Remak in Berlin. 


Das Produkt zweier Untergruppen einer endlichen Gruppe wird 
dann ein direktes Produkt genannt, wenn jedes Element der einen Gruppe 
mit jedem Elemente der anderen Gruppe vertauschbar ist und die beiden 
Gruppen teilerfremd sind, d. h. außer dem Einheitselemente E kein Element 
gemeinsam haben. Das Zeichen der direkten Multiplikation sei x. Wenn 

H=AXB, 

so heiße A sowohl wie ® ein direkter Faktor von 9; WA und ® mögen 
komplementäre direkte Faktoren heißen. Eine Gruppe heiße direkt unzer- 
legbar, wenn sie nicht als das direkte Produkt zweier von E verschiedener 
Faktoren dargestellt werden kann. Der Zweck dieser Arbeit ist es, zu 
zeigen, daß die Zerlegung einer endlichen Gruppe in direkte unzerlegbare 
Faktoren ısomorph eindeutig ist. Und zwar handelt es sich um Isomor- 
phismen einer besonderen Art. 

Unter /somorphismus schlechthin soll hier immer der eindeutige 
Isomorphismus verstanden werden, der ein Element der einen Gruppe 
einem und nur einem Elemente der anderen Gruppe zuordnet. Der Iso- 
morphismus zweier Untergruppen A und ® von S heiße dann ein zentraler 
Isomorphismus ın 9, wenn der Quotient je zweier einander zugeordneter 
Elemente ein invariantes Element von 5 ist oder dem Zentrum $, von 9 
angehört. Ich will auch sagen, A und ® seien einander zentral isomorph. 
Ebenso heiße ein zentraler Isomorphismus von 5 mit sich selber ein zen- 
traler Automorphrsmus von 9. Das Zeichen ® bedeute den gewöhnlichen, 
das Zeichen — den zentralen Isomorphismus zwischen Gruppen. Der zu 


beweisende Hauptsatz läßt sich schärfer folgendermaßen formulieren: 
397 











294 Remak, Zerlegung endlicher Gruppen in direkte unzerlegbare Faktoren. 


Ist eine endliche Gruppe 5 auf zweierlei Art ın direkte unzerlegbare 
Faktoren zerlegt, so gibt es einen zentralen Automorphismus von H, der jedem 
Faktor der einen Zerlegung einen und nur einen Faktor der anderen Zer- 
legung zuordnet. 

Dieser Automorphismus ist sicher ein äußerer, da ein innerer Auto- 
morphismus jeden direkten Faktor von 9 in sich selber überführt. 

Der Satz ist bereits bewiesen für die kommutativen Gruppen und 
zwar in einer Arbeit der Herren Frobenius und Stickelberger: „Über Gruppen 
vertauschbarer Elemente‘ *), 

Es wırd scharf zu unterscheiden sein zwischen isomorpher und iden- 
tischer Eindeutigkeit der Zerlegung. Denn gewisse spezielle Gruppen zer- 
fallen derart in direkt unzerlegbare Faktoren, daß die Faktoren einer 
Zerlegung, von der Reihenfolge abgesehen, mit den Faktoren einer anderen 
Zerlegung nicht nur isomorph, sondern identisch übereinstimmen. 

Es soll $ 1 dieser Arbeit eine Reihe vorbereitender Sätze, $2 den 
Beweis des Hauptsatzes, $3 zwei Sätze über den Ersatz einzelner Fak- 
toren eines direkten Produktes durch zentral isomorphe bringen. 


$1l. 

Die folgenden Eigenschaften der direkten Produkte mögen ohne 
Beweis angeführt werden. 

Das direkte Produkt zweier Gruppen ist eine Gruppe. 

Es gilt außer dem kommutativen das assoziative Gesetz der direkten 
Multiplikation: 

AX(BXE)=-(AXB)XEC. 

Hieraus folgt in bekannter Weise, daß man die Faktoren eines direkten 
Produktes beliebig vieler Faktoren in beliebiger Reihenfolge schreiben und 
beliebig zusammenfassen darf. Man darf also in jedem direkten Produkte 
die Klammern weglassen. Das läßt sich auch folgendermaßen ausdrücken: 

Enthalten zwei Teiprodukte eines direkten Produktes beliebige, aber 
verschiedene Faktoren, so sind sie teilerfremd. 

Ist ein Element eines direkten Produktes dargestellt als Produkt 
von Elementen der Faktoren, so mögen die benutzten Elemente der Fak- 
toren die Komponenten des Elementes des Produktes heißen. Die Kom- 
ponenten des Produktes zweier Elemente eines direkten Produktes erhält 


*) Dieses Journal, Bd, 86, S, 217, 
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man, indem man die aus demselben Faktor stammenden Komponenten 
der beiden Elemente in der richtigen Reihenfolge miteinander multipliziert. 


Wenn 
H=AXWXUX +, 
so kann eine Gleichung 
BudidtilVi 
nur bestehen, wenn 
A=E; A’=E&; A"=E;.. 

Hieraus folgt: 

Jedes Element eines direkten Produktes vst eindeutig durch Kompo- 
nenten darstellbar. 

Ich will deshalb iortan das Multiplikationszeichen x auch zwischen 
den Komponenten eines Elementes verwenden, um damit anzudeuten, daß 
ein Element H von 9 ın seine eindeutigen Komponenten zerlegt ist: 

H=Ax4A’xA”x..-. 
Es muß dabei stets angegeben werden, auf welche Zerlegung von 9 ın 
direkte Faktoren sich die Zerlegung von H in Komponenten bezieht. Ich 
will daher auch sagen, das Element H von 9 sei nach 
H=AXWXU X 
in Komponenten zerlegt. 

Es heiße A die A-Komponente, A’ die W-Komponente von H, usw. 
Alle A-Komponenten der Elemente einer Untergruppe 6 von 5 bilden eine 
Untergruppe von X, die die A-Komponente von (C heiße. 

Satz 1. Sind zwei Elemente eines direkten Produktes miteinander 
vertauschbar, so ıst jede Komponente des einen Elementes mit jeder Kompo- 
nente des anderen Elementes vertauschbar. 

Die aus verschiedenen Faktoren stammenden Komponenten sind der 
Definition nach miteinander vertauschbar. Wenn ferner 


H,H,=H,H,, 
so gilt auch für die A-Komponenten dieser Elemente: 
A,As=4,4.. 


Daher ıst auch 4, mit allen Komponenten von H, vertaäuschbar. Die 
Komponenten eines ınvarianten Elementes eines direkten Produktes sind 
also mit allen Elementen des Produktes vertauschbar, d. h. sie sind selbst 
invariante Elemente. Da umgekehrt die invarianten Elemente der Faktoren 


auch invariante Elemente des Produktes sind, so folgt: 
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Das Zentrum eines direkten Produktes ist das direkte Produkt der 
Zentren der Faktoren. 


Wenn 
H=AXKWKXWX er, 
so ıst 
N; x% x; xer., 
Es bedeute 
(X, 8) 
den größten gemeinsamen Teiler der Gruppen X und %. 
H>K 


bedeute: GC ist eine Untergruppe von 9. 
Satz 2. Es sei 


H=AXB, HDLEDN, 
dann ist 


C=-AX(B,C). 
Es ıst 
A<E und (B,E)<E, 
also ıst 
AX(B,E)<EC. 
Ferner seı 
Ü=AxB 
die Zerlegung eines Elementes C von & nach 
H=-AXB. 
Es sınd © und A Elemente von C, also ist 
A!.C=B 


eın Element von 6, somit auch von (8,€). Also ist 
EC<ZAX(B,C). 
Es war aber 
EC>AX(B,G), 
weshalb 
C=AX(B,E). 
Ebenfalls ohne Beweis mögen folgende Eigenschaften des zentralen 
Isomorphismus erwähnt werden. 
Wenn 
VB und A=C, so ist BG. 
Aus 
VB folgt VH=B-H.- 
Sınd die Faktoren zweier direkter Produkte paarweise einander iso- 
morph, so zeigt man, daß die Produkte einander isomorph sind, indem man 
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aus zugeordneten Komponenten gebildete Elemente einander zuordnet. Der 
Isomorphismus der Produkte ist ein zentraler, wenn es der der Faktoren 
ist. Die Konstitution eines direkten Produktes ist durch die Konstitution 
seiner Faktoren vollständig bestimmt. Der Hauptsatz wird also bewiesen 
sein, wenn es gelingt, zu zeigen, daß die Faktoren zweier verschiedener 
Zerlegungen einer Gruppe in direkte unzerlegbare Faktoren paarweise einander 
zentral isomorph sind. 

Satz 3. Verschiedene komplementäre direkte Faktoren desselben 
direkten Faktors einer Gruppe sind einander isomorph. 


Wenn 
H=UXB und H=AxKG, 
so ist 
Boß. 
Hierbei werden die B und 6 gemeinsamen Elemente sich selber zugeordnet. 
Wenn 
W<H 
so vst 
Bel. 
Es seı 
B, = 4A, x C, 
die Zerlegung eines Elementes B, von ® in Komponenten nach 
H=-AXE. 


Man ordne ©, und B, einander zu. Die Zuordnung ist umkehrbar 
eindeutig, da 
O,=Ar'xB, 
die Zerlegung von ©, in Komponenten nach 
H=-AXB 
ist. Ebenso sei 
B,=4,xX(0,, B=4,x(,;, 


ferner 

B,B,=B, 
oder 

A, 4, X0,0,=4,xX0,, 

also 

C, Ö, = Ö, . 
Die Produkte zugeordneter Elemente sind einander zugeordnet, Also ist 

BL. 

Es ist 


BC =A,.. 
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Wenn 


AG 
so ist 
BL, 
Ist das Element B ın 8 und in © enthalten, so ist 
B=-ExB 
seine Zerlegung sowohl nach 
H=-AXB 
wie nach 
H=AXG. 


Also wird B sich selber zugeordnet. 

Aus der im Anfange erwähnten Arbeit der Herren Frobenius und 
Stickelberger werde ich die Existenz einer Basis der kommutativen Gruppen 
als bekannt voraussetzen*). Diese Ergebnisse mögen folgendermaßen aus- 
gedrückt werden: 

Unter den kommutativen Gruppen sind alle zyklischen Gruppen von 
Primzahlpotenzordnung und nur diese direkt unzerlegbar. Jede kommutative 
Gruppe kann also als direktes Produkt von zyklischen Gruppen von Prim- 
zahlpotenzordnung dargestellt werden. 

Dagegen werde ich die Eindeutigkeit der Invarianten der kommu- 
tativen Gruppen**) oder, was dasselbe bedeutet, die isomorphe Eindeutig- 
keit der Zerlegung der kommutativen Gruppen in direkte unzerlegbare 
Faktoren nicht als bekannt voraussetzen. Sie wird als spezieller Fall des 
Hauptsatzes dieser Arbeit mit bewiesen. 

Es sei C eine zyklische Gruppe von der Primzahlpotenzordnung 7’; 
die kleinste von E verschiedene Untergruppe von C, deren Ordnung 7 ist, 
möge mit 6, bezeichnet werden. Da, in allen Untergruppen von C ent- 
halten ist, hat C mit irgend einer Gruppe X dann und nur dann einen 


Teiler gemeinsam, wenn 
<<. 
p 


82. 


Hauptsatz: Ist eine Gruppe auf zweierlei Art in direkte unzerlegbare 
Faktoren zerlegt, so sind die Faktoren der beiden Zerlegungen paarweise ein- 
ander zentral isomorph. 


*) Siehe auch: Weber, Lehrbuch der Algebra, Bd. II, (2. Aufl.) $ 11, S. 38. 
**) Siehe auch: a. a. O. $ 12, S. 45. 
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Der Beweis wird durch Induktion geführt. Der Satz sei bereits 
bewiesen in allen Fällen, in denen die Ordnung der ganzen Gruppe 9 kleiner 
ist als im vorliegenden Falle. 

Die beiden Zerlegungen seien 

HP X PEX X PX X OS X: XD, 
HER KR KR, XS, X S,X XS, 


Man setze 
PX EX XP SN, 
D,XDIX XD, =B, 
RR XN, XS, x8,X +. x&,=6, 
dann ist 
H=-AXB, 
9 _ R, x®. 


Man hat zwei Hauptfälle zu unterscheiden. 

Fall ı): Es enthalte eine der beiden Zerlegungen einen kommuta- 
tiven direkten Faktor, z. B. sei R, zyklisch von der Primzahlpotenzordnung p“. 
Es sei R ein Basiselement von %,. Man zerlege R nach 


H=AXB 
in Komponenten: 


Es ist 


also 








Die Ordnungen von A’ und B’ gehen in p” auf. Eine der beiden Kom- 
ponenten, z. B. A’, muß die Ordnung »° besitzen. Die Ordnung von B’ 
sei p”. Es sind zwei Unterfälle zu unterscheiden, je nachdem «> oder 
a=ß. 

Unterfall 1): &>P. 


Es ist 
RP N x B” ar u 
da 
ern 
Bezeichnet man die Gruppe der Potenzen von A’ mit W, so ist 
R,=U,. 


Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 4. 40 
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Da %, zu © teilerfremd, so ist R,, nicht in © enthalten, also auch %, 
nicht, also ist W zu © teilerfremd. Die Elemente von X, sind invariante 
Elemente von 5, also auch ihre Komponenten, die Elemente von W. 
Daher ist das Produkt von W und © ein direktes Produkt. 
Es ist 
WXO-RXIG=H, 
da beide Produkte von gleicher Ordnung sind. 
Unterfall 2): &=P. 
Es sei ®’ die Gruppe der Potenzen von B’. Man setze 
YY=-WXB. 
Da 
H>HYD>R, und H9=-RxG, 
so ıst nach Satz 2) 
VER,xX (9, 6). 
Setzt man (9, 6)=®, so wird 
HERXS. 
Es soll gezeigt werden, daß ® eine zyklische Gruppe der Ordnung 
p“ ıst. Es ist 


R=4A'xB 
also 
0. a. @. 1 
R’ 2 A” ” B" ’ 
R,r%- 
Man zerlege A’ nach 
Y— R, , (5 
ın Komponenten : 
A’=Rx@, 


wo @’ ein Element von ®. Es sei @’ von der Ordnung p’, wo P<a. 
Es ist 
ae? =. 


Wäre <a, so wäre 


| 


gr? —E ’ 
also 
Pole: * 
oder 
WER,; 


was nicht der Fall ist. Also ist %=«. Die Gruppe ® von der Ordnung 
p* ist zyklisch, weil sie ein Element @’ der Ordnung p“ enthält. 
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Da W und #9’ teilerfremd, ist 
A+B,. 
6, kann also höchstens einer der beiden Gruppen 9%) 
ist daher von mindestens einer der beiden verschieden. Es sei z. B. 
U r6,. 
Dann ist W, nicht in ® enthalten; denn sonst wäre 
W<H, WG, W<L(H, 6)=WG, 
was nicht der Fall ist. Also ist W zu ® teilerfremd, also 


oder %, gleich sein, 


Gr / 
also W,= ©), 


ist wie im ersten Unterfalle 
VWXG-NXxG=H. 
Für beide Unterfälle gemeinsam mache man folgende weiteren Schlüsse. 
Es ist 
H>A>W und 9=WxG, 
also nach Satz 2) 
A=WxX (N, 6). 


Setzt man 
(N, 6)-R. 
so wırd 
A-AxF. 
Es ist 
H-AXKB-WKEKB, 
ferner 
= x 
Also ist nach Satz 3) 
3xXB=G. 





Man denke sich % in direkte unzerlegbare Faktoren zerlegt: 
G=-ÜUXL,X.XT,. 
Da 4 von niedrigerer Ordnung ist als 9, so ist für A der Hauptsatz bereits 
bewiesen ; also ist 
HEW, PT, fürv=2,3,...,m, sodaß t=m. 
Es ist 
IXB-ULX LT, X XT XD, XD: XD. 
Der zentrale Isomorphismus 
xB=b 
ordnet die Untergruppen T, von ‘% nach Satz 3) sich selber zu, da 
EX B 
und 
5<6, 


40* 
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Den Untergruppen ©, von 8 ordne er die Untergruppen U, von © 
für v=1,2,...n zu Es ist 
G-GxTxX x T,xUXMX + xXU,. 
Es war 
GERKRKO KR X EX EX XS, 


Da & von geringerer Ordnung ist als 9, gilt für & bereits der Hauptsatz; 


also ist 

T, NR, für u=2,3,...,m, so daß m=r, 

u,=6&, für v=1,2,...,n, so daß n=s. 

Ferner ist 
W<H, <H, 
also 
WR. 

Es ist 


RBREOÜER,, 
Vet oR, für u=2,3,...m, 
,eU-6, für v=1,2,...n. 
Damit ıst Fall 1) bewiesen. 
Fall 2): Es enthalte keine der beiden Zerlegungen von 9 einen 
kommutativen direkten Faktor. 
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen seı 
H=AUXB, H=NR,xG. 
Es sei W die W-Komponente, ®’ die 8-Komponente von R,. Man setze 
VWxd=N. 
Da 
H>HD>NR, und H=NR,xG, : 
so ist 
YER,xX(H,6). 
Man setze (9, &)=®©, so daß 
HERxXS, 
Da alle Elemente von & mit allen Elementen von %, vertauschbar sind, 
so sind sie auch mit deren sämtlichen Komponenten, d. h. mit allen 
Elementen von $, insbesondere mit allen Elementen von ®’<-%’ vertausch- 


bar. Da &<®, so folgt, daß 


$<G,. 


9=$, 


Wäre 
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so wäre 


also 

G<G,, 
d. h. & wäre eine kommutative Gruppe, was der Voraussetzung widerspricht. 
Also ist 5° von niedrigerer Ordnung als 9. Für % gilt bereits der Haupt- 
satz. Zerlegt man W und 9’ in direkte unzerlegbare Faktoren, so ent: 
hält eine der beiden Gruppen, z. B. W, einen nicht kommutativen direkten 
Faktor, der zentral isomorph R,. Da aber W nicht von höherer Ordnung 


ist als R,, so ist 
KBW. 
Es war 
YERHNXG=-WX®, 
folglich 
Gy, 
d.h. 8’ ıst kommutativ. Es ist 


< = _ ar al 
Rt .\;; 


25 





also auch 
RAN, 
also 
KU -N. 
Es seı 
R,<US, für o=1,2,...r, 
S,<%B-H, für 0o=1,2,...8. 
Also ıst 
UHR KN KR, =L, 
BH>AXSX XS =2. 
Es ist 
H=CxD, 
WHTAÜ(UXB)-AXB,, 
ferner, da 


HU:-H,>E und H=6xT?, 
so ist nach Satz 2) 
1 =CXUN,?) 
Es ist 
(U-9,, DJ)<(U-9,, BD). 
Da jedes Element, das den beiden Gruppen W-9, und 8.9, gemeinsam Ist, 
mit den Elementen der einen Gruppe vertauschbar, weil zur anderen ge- 


hörig ist, so ist es mit jedem Elemente von & vertauschbar, also 
(UI: B-9)<H- 
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Da aber 
(U-.9,,8-9)>%,;; 

so ıst 

(U,B-H)=N- 
Also ıst 

(UI, DH, (AU, D)<LH,D). 

Da aber 

(U. D)>(9,,D), 
so ist 

(A-9,2)=(9,D)=U, 

also 


AXB=-A H=CxT.. 

Da 8 nicht kommutativ, so ist ®, von kleinerer Ordnung als ®, also 
Ax%, von kleinerer Ordnung als Ax®=%. Für Ax%®, gilt also bereits 
der Hauptsatz. Da bei der Zerlegung A und € nicht kommutative, 8, 
und D,; kommutative direkte unzerlegbare Faktoren liefern, so müssen die 
direkten unzerlegbaren Faktoren von X und 6 paarweise einander zentral 
isomorph sein, d. h. es ist 

Von, 
für u=1,2,...m, so daß m=r. Ebenso zeigt man, daß 

2,6, 
für v=1,2,...n, so daß n=s. Damit ist der zweite Fall des Haupt- 
satzes bewiesen. Da dieser für direkt unzerlegbare Gruppen trivial ist, 
gilt er allgemein. 

Einfacher läßt sich ein spezieller Fall dieses Satzes beweisen. 

Eine Gruppe, die außer E keine invarvanten Elemente besitzt, ıst 
ıdentisch eindeutig in direkte unzerlegbare Faktoren zerlegbar. 

Kein direkter Faktor einer solchen Gruppe kann außer E ın- 
variante Elemente besitzen, da diese auch invariante Elemente der ganzen 
Gruppe wären. 

Der Satz sei bereits bewiesen für alle Gruppen von niedrigerer Ord- 
nung als die vorliegende. Es mögen die Bezeichnungen wie im Haupt- 
satze gebraucht werden. Es läßt sich ebenso, wie dort im Falle 2) 


zeigen, daß 
HERXG. 
Da aber 
$’<6& und &,=#, 


so ist 9 =E. Also ist 
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Y—=N, oder 
AXVEN,. 
Da %, direkt unzerlegbar, so ist z. B. 
RW, Bd’ -E, 


also 
RN. 
Es sei 
RK, <A für 9=1,2,...r, 
S,<8B für 0o=1,2,...8. 
Also ist 
AR XNELXXN,=L, 
BE XE,X..x6=D. 
Es ıst 
H>A>E, H=-C xD, 
also 
ASCEX (AD). 
Es ist aber 
(UD)<(A,B)=E, 
also ist 
A=E. 
Ebenso zeigt man, daß 
B-D. 


Da X und 3 von niedrigerer Ordnung als 9, so ist für sie der Satz be- 
reits bewiesen. 
Es ist also 





F=R, für u=1,2,...m, so daß m--r, 

D,=6&, für v=1,2,...n, so daß n=s. 
Da der Satz für direkt unzerlegbare Gruppen trivial ist, so gilt er all- 
gemein. 


$ 3. 

Satz 4. In einer Zerlegung einer Gruppe in direkte unzerlegbare 
Faktoren läßt sich das Produkt aller vorkommenden zyklischen Faktoren der 
gleichen Primzahlpotenzordnung durch das isomorphe Produkt aus irgend einer 
anderen Zerlegung ersetzen. 

Es sei 


H=-AXxB, 9=-CxP2, 
worin 


AT, xx XP, e=H, xXRN,X oe x N; 
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die ®, und %, seien zyklische direkte Faktoren von der Primzahlpotenz- 
ordnung 9°. 3 und D enthalten keine zyklischen direkten Faktoren der 
Ordnung p*. 
Der Satz sei bereits bewiesen in allen Fällen, in denen m kleiner 
ist als ım vorliegenden Falle. Es sei 
KM KH ER, 


dann ist 
HEN, xKxXD; 
setzt man 
KXID=G, 
so wird 
H=NR,xXG. 


Es sei A die A-, ®’ die 8-Komponente von %,. Es ist im Beweise des 

Hauptsatzes Fall 1) gezeigt worden, daß von den beiden Gleichungen 
9=WxG oder 9=B’xG 

mindestens eine besteht. Da ® keinen zyklischen direkten Faktor der Ord- 


nung 9° besitzt, so ist hier 
H=WXxXG. 
Da s>A>W, so ıst 
A=W X (AG). 
Setzt man (W,6)=%, so wird 
ASWXFT,H-TWXEXB. 


Es war 
| I=UxG, 
also 
IXBeb 
Da 


S<FXB und F<6, 
ordnet dieser Isomorphismus % sich selber zu. Der Gruppe ® ordne er 
die Untergruppe Y von © zu. 


Es ıst 
G=-KxXD und G=-FxR. 


Da st und % nur aus m—1 zyklischen direkten Faktoren der Ord- 
nung p* bestehen, so ist der Satz für & bereits bewiesen; also ist 
GG=-%xD, 
H=WXFXD=-AXD, 
was zu beweisen war. Der Satz gilt also allgemein, wenn er für m=1 


bewiesen ıst. 
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Für m=1 sind X und GC zyklische Gruppen der Ordnung p*. Es 
sei W die A-, ®’ die 8-Komponente von 6. Es wird wieder gezeigt, daß 
9H=-XxXD. 

Da W von der Ordnung p°, so ist 
WEN, 
also 
H=AUAXD, 
was zu beweisen war. 


Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich: 


In einer Zerlegung einer Gruppe in direkte unzerlegbare Faktoren kann 
man das Produkt aller kommutativen Faktoren durch das entsprechende aus 
einer anderen Zerlegung ersetzen. 


Satz 5. Im einer Zerlegung einer Gruppe in direkte unzerlegbare Fak- 
toren kann man wrgend einen nicht kommutatwen Faktor durch den zentral 
ısomorphen aus einer anderen Zerlegung ersetzen. 


Es seı 
H=UXD, H=CxXT, 
X und 6 direkt unzerlegbar, 
Ve6. 
Es ıst 
ERSF —-($ N; 

KUHTAXB,, 

6.9, = Ö 7 D,;, 
also 


| x DB, — x T, — A x D, 
nach Satz 4. Also ist 





Es ıst 


also 
(A,D)=(A,D)=E. 
Es ist jedes Element von A mit jedem Elemente von D vertauschbar, da 


A<C-H,, und jedes Element von 6-9, mit jedem Elemente von D ver- 
tauschbar. Das Produkt von W und D ist ein direktes Produkt. Es ist 


AXD-CXD=H, 


da beide Produkte von gleicher Ordnung sind. 
Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 4. 41 
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Für seine Ratschläge zur Vereinfachung der Beweisanordnung dieser 
Arbeit sage ich meinem hochverehrten Lehrer Herrn Frobenius meinen Dank. 

Die vorliegende Arbeit hatte ich der philosophischen Fakultät der 
Universität Berlin als Dissertation eingereicht und nach ihrer Genehmigung 
zurückerhalten, als die Arbeit des Herrn Maclagan-Wedderburn*), die den 
gleichen Gegenstand behandelt, zu meiner Kenntnis gelangte. 

Sein Beweis ist aber unvollständig. Die Richtigkeit der Gleichung 
S. 175 unten 

A,x. xA m xB,x...xB, 


wird nicht bewiesen, nicht einmal das Bestehen eines Isomorphismus 
zwischen diesen beiden Gruppen. 

Auch sehe ıch nicht, an welcher Stelle seines Beweises der Verfasser 
von der Voraussetzung der Unzerlegbarkeit der Faktoren Gebrauch macht. 

Unrichtig ist ferner die Bemerkung S. 176, die ohne Einfluß auf das 
Hauptresultat ist und folgendermaßen wiedergegeben werden möge: „Eine 
Gruppe ist identisch eindeutig in direkte unzerlegbare Faktoren zerlegbar, 
wenn die Ordnungen der Zentren der Faktoren untereinander teilerfremd 
sind.“ Sie müßte vielmehr lauten: 

„Eine Gruppe ist dann und nur dann identisch eindeutig in direkte 
unzerlegbare Faktoren zerlegbar, wenn die Ordnung des Zentrums eines jeden 
Faktors zur Ordnung der Faktorgruppe eines jeden anderen Faktors nach 


seinem Kommutator tederfremd. ist.“ 


*) Annals of Mathematies, 2. series, vol. 10, p. 173. [July 1909.] On the 
Direet Product in the Theory of Finite Groups. 
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Sur le dernier th6or&me de Fermat. 
Par M. D. Mirimanoff & Geneve. 





Le grand theor&eme de Fermat a ete aborde depuis quelque temps 
par des cötes nouveaux. On connait les remarquables recherches de 
M. E.L. Dickson publiees dans le ‚Mess. of Math.‘ (mai et juin 1908) et 
le „Quart. Journ.“ (octobre 1908). Plus recemment M. A. Wieferich, en 
suivant la voie tracee par Kummer, a decouvert un theoreme important 
qu’ll a fait connaitre ici-m&me (t. 136, p. 293—302). A ce travail se 
rattachent plusieurs notes sur lesquelles nous allons revenir. 

Rappelons les points principaux des recherches les plus recentes. 
Et voici d’abord !’enonce du theoreme de M. Wieferich: Sı P’equation 

(1.) +yp+2’=0 


est possible en nombres entiers premiers ä p, le quotient de Fermat 
vr—l 


q(2)= ud — est divisible par p. 

Ce n’est pas la premiere fois que le quotient de Fermat faisait 
son apparition dans l’etude de l’&quation (1.), mais avant M. Wieferich 
son röle etait secondaire, la condition 9(2)+0 (mod p) ne servait 
qu’& exclure les solutions x,y,2z appartenant au groupe incomplet 


2 


Etait-ıl possible de generaliser le resultat obtenu par M. Wieferich ? 
Avant de chercher une reponse ä cette question, il importait de simplifier 
la demonstration du geometre allemand. Ce premier pas a et& fait par 
M. @. Frobenius dans une note des „Sitzungsb. der Kgl. preuß. Akad. d. 
Wiss., Berlin“ du 2 dec. 1909, reproduite dans le t. 137 de ce Journal 
(p.314), et par l’auteur de ce travail, dans „L’Enseignement Mathematique“ 


du 15nov. 1909. Il restait & generaliser les principes de ces d&monstrations. 


_1 ou —2 ou su 
Y 


41* 
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Or toutes les recherches se rattachant au theoreme de M. Wieferich 
sont basees sur un criterıum donne par Kummer dans les ‚„Abh. d.K. 
preuß. Akad. d. Wiss., Berlin‘ 1857. 

Posons 

pi) EHI. (p 1), 

Supposons que l’equation (1.) admette une solution x, y, z premiere 
ä p. Il resulte des recherches de Kummer, comme je l’ai montr& dans 
le t. 128 de ce Journal, que chacun des six rapports 


(2.) 


% 

verifie le systeme des Pr congruences 
(3.) BY, ()=0 (mod p), (i= ee °=*) 

Y-1 (£) == 0 , 


B, etant le «“"* nombre de Bernoulli*). 
Les six rapports (2.) annulent par consequent (mod p) tout poly- 
nome F(t) qu’on peut mettre sous la forme 


2 X,-4B9-u) 4 Xp); 


les coefficients X etant des fonctions entieres de t ä coefficients entiers 
(mod p). 

Or le resultat principal obtenu par M. Wieferich se resume en ceci: 
on peut choisir les polynomes X de telle maniere que le polynome F(t) 
se reduise, abstraction faite de facteurs qu’on a le droit d’ecarter, ä 
2q9(2) (mod p). J’ai cherche ä gen£raliser ce resultat. 

Dans une note inseree dans les „Comptes Rendus de l’Acad. des 
Sciences, Paris“ du 24 janvier 1910, j’ai montre, en prenant comme point de 


depart le developpement classique de — qu’& tout entier m premier 


ä p on pouvait faire correspondre un polynome du type F(t) satisfaisant 
aux conditions suivantes: abstraction faite de facteurs qu’on peut &carter 
1) son degre est egal & m—2, 2) ilse reduit, pour t=—1, & (—1)”mg(m) 
(mod 9). En faisant m=2, on retrouve le criterium de M. Wieferich. En 


*) M.@. Frobenius a obtenu ces congruences par une voie plus facile dans 
sa note des „Sitzungsber. d. preuß. Akad. d. Wiss., Berlin“ du 24 f&vrier 1910. 
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faısant m=3, on a la condition g(3)=0. Mais les criteres deviennent 
moins simples en donnant ä m des valeurs superieures ä 3. 

M. Frobenius a montre tout recemment (Sitzungsber. d. preuß. Akad. 
d. Wiss., Berlin du 24 fevrier 1910) qu’on pouvait arriver aux m&mes 
resultats par une voie plus elementaire, en s’appuyant sur la relation 
symbolique entre les nombres de Bernoulli donnee par Lucas. A Taide 
de considerations tres ingenieuses, M. Frobenius en a deduit les conditions 
que je viens de rappeler, ainsi que plusieurs criteres nouveaux. 

Je crois cependant qu’il ne serait pas inutile de revenir sur les 
resultats de mon travail, en indiquant quelques-unes des consequences que 
j’ai dü laisser de cöte dans ma note des Comptes Rendus. Je desirerais aussi 
attirer l’attention sur une propriete curieuse du polvnome g,_,(t) qui se 
rattache & ces resultats. On a dü remarquer le röle joue par le poly- 
nome g,_,(t) dans la solution de plusieurs problemes de la theorie des 
nombres et en particulier dans l’etude de l’&quation (1.) et du quotient de 
Fermat. Dejä envisage par Euler, il a ete utilise par Stern, M. Maillet, 
M. Lerch. On pourrait y rattacher aussi les criteres precedemment cites, 
car les conditions g9(2)=0, 9(3)=0 reviennent ä celle-ci: la congruence 
f, ı({)=0 admet les racines t=1 et t=2. 

Designons l’un des rapports (2.) par r.. Je ferai voir que le poly- 
nome 4, ,(t) s’annule non seulement pour t=r (en vertu du criterium 
(3.)), mais aussi pour {=—r et t=—r?, Malgre l’avantage reel des nota- 
tions de M. Frobenius, je continuerai, pour ne pas modifier les enonces 
des theoremes, ä me servir des miennes, sauf pourtant dans le dernier 
paragraphe de ce travail. 


. 


Transformation du systeme (3.). Nous commencerons par donner 
aan 2 Be x i a 
une autre forme au criterium (3.). En designant „ pers la suite (2.) s’ecrit 


T 1 1 1 

% mi, sr, o,. „—i--; 

ir 8 l+r T 
sı donc le systeme (3.) s’annule pour i=r, ıl s’annule aussi pour 
t=—1-—r etc. Du reste, ces six rapports ne sont pas necessairement 


distinets, leur nombre peut se reduire ä 2 ou ä 3. Abstraction faite des 


valeurs 0, —1, exclues par hypothese, le premier cas a lieu, lorsque z est 
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racine de +t+1=0, et le second, lorsque 7 est l’un des nombres 


1, —2, —, (mod p). 


Posons 
ylt)=pl—-1-—t). 
En vertu de la remarque que nous venons de faire, chacun des 
six rapports (2.) verifie le systeme 
By, a()=0, (-1,2,...259) 
yv(t)=0. 
Je ferai remarquer que le polynome y, ,(t) est identique & 9,_,(t) 
(mod p), puisque @,_,(t), qu’on peut &crire 
(1 +P-1-P 
p 9 
ne varie pas en remplagant £ par —1—t. Rappelons encore les proprietes 
caracteristiques des polynomes g (t) et y;(t). 
Deux polynomes consecutifs , et 9,,, sont lies par la relation 


(4.) 





di 
(5) ROLL LUN 


qu’on peut Ecrire, avec M. Frobenius 


Pi+ı (E) =D pi (£), 
d’ou 
(5*.) vad)=(l+t) u 


Or g, (J)=1—(1-+t)". Done %,(t) est divisible par (1-+t)P": 
et y,(t) par '(1-+t), pour i>|1. 
Les relations (5.) et (5*.) sont equivalentes ä celles-ci: 








ee, voa=f Yrrda, “>n 
(6.) ’ | 
t 
v, V=f rl +1. 
Or on obtient le polynome ,_,(t) ou w,_,(t) en arretant la serie 
j 2 ® 
(I+t)=t1-, ge 


au terme en {””'. Il en resulte que la serie /*(1-++) arrötee au terme en 
=" donne, pour tout z<<p—1, un polynome congru ä #!w,_,(t). 
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Nous allons nous appuyer sur cette propriete des w, (t) pour former 
des polynomes s’exprimant en fonction lineaire homogene des premiers mem- 
bres des congruences (3.) ou (4.)*). 


$ 2. 

Principe fondamental. Supposons qu’une fonction de z et de e*, 
que je designerai par f(x,e”), soit developpable suivant les puissances de 
x dans le voisinage du point z=0. Si f est une fonction rationnelle ä 
coefficients entiers, les coefficients a, dans 

fa.) ++. +a0 ++: 
seront rationnels. Supposons de plus que pour «<p—1, les a, soient 
entiers (mod p), c’est-ä-dire que les denominateurs des a, ne soient pas 
divisibles par p. 

Posons ®=1-+t, dou z=l(1-+1t). 

Dans certains cas, le developpement du premier membre suivant 
les puissances de it s’obtient d’une maniere directe. Arrete au terme en 
’=! ce developpement donne un polynome que j’appellerai P(t). On aura 
donc, en vertu du theoreme du paragraphe precedent, 

P)=a +a,w,_,() +2!ay,,()+-+(P2)!a,,vrlt)+a,_, 0, 
ce qui nous fournit une relation entre les polynomes y;(t). 

Dans les congruences fondamentales (4.) les polynomes y,_;,;(t) 
sont associes aux nombres de Bernoulli B,. Or la fonction generatrice la 
plus simple fournissant des developpements de cette forme particuliere est 
la fonction classique | 

7.) etz 

Nous la prendrons comme point de depart pour former les fonc- 


. 





tions generatrices particulieres dont nous aurons besoin dans ce travail. 


83. 


Premiere serie de relations deduites de (7... En remplagant dans 
(7.) e* par 1-+t, il vient 





*, On pourra toujours ajouter & cette fonction un terme de la forme X,y,(t), 
puisque 9,(t) s’annule pour toutes les valeurs entieres de t, sauf t=—1, exclue par 
hypothöse. 
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Will). e” wei nn: N un i—1 vi Br »-ı 
(8.) / 4 D =1— re 3 (- l) sw, (t) + et DL ’ 
en posant v = ez E; 
Pour t=—1, tous les polynomes ;(t) s’annulent (mod p) et il vient 
a, 1 


relation connue. 

La relation (8.) ne donne donc rien de nouveau, mais elle pourrait 
servir ä& deduire des »—1 premieres congruences du systeme (4.) la condi- 
tion 9, ,(t)=0 ou 9, ()=0. 

Multiplions maintenant (7.) par 2", n &tant un nombre entier 
inferieur ä p et superieur ä& 1. Remplacons encore e® par 1+t. En 
arretant les d&veloppements aux termes en f?', le premier membre devient 


n! YVp—n ( t) + a” pp! 
t P : 


a” t" etant le terme en ?” dans /"(1+t). Lorsque n est pair, le second 
membre ne contient que des termes en w,(t) («=p—n-+1, p—n, etc.). 
On aura donc en faisant t=—1l, 

at. 
Lorsque n est impair, le second membre contient encore le terme en 


PT dou 


(Don)! 
En tenant compte de ces relations, le premier membre se reduit ä 


n!w,—n(t) 
! 
—-]--t; nous aurons une relation entre les polynomes y,(t). Mais dans 


cette relation les nombres B, ne sont pas associes aux @,._„(£). Pour 
donner au second membre cette forme particuliere, nous appliquerons n—l 


et le second & une suite de termes en w,(t). Remplagons t par 


fois de suite ’operation t—- ou D,;„. On aura donc, en vertu du criterium (3.), 


d 
di 


Or (1 +1)” jouant le röle d’une constante (mod p), on a le droit de mul- 
tiplier par (1+t)” sous le signe D, ce qui donne, en remplagant (1-+t)P”" 
par 1—g,(t), 


Di, (Hp) - pt) y(t))= 0 
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On en deduit imme£diatement en appliquant une formule donnee 


par Cauchy 
(10.) pP, =0. (n=1,2,...p—1) 
D’oü ce criterium que j’ai dejä etabli d’une maniere un peu differente 
dans le t. 128 de ce Journal: chacun des six rapports (2.) verifie le systeme 
des congruences (10.). 
Il est aise maintenant d’en deduire la propriete du polynome %,_, (t) 
qui a ete enoncee dans l’introduction. 


Je dis qu’on a 
| n=p—1 


2 El): 

En effet, le produit du terme en * dans y,„(t) par le terme en f 
dans 9,_„(t), k et Z &tant deux nombres quelconques inferieurs ä p, est 
egal ä 

Eu ie Site er 

Or la somme IK" "Pest congrue ä zero pour k-+! et ä (p—1)R’” 
pour k=!. j 

On obtient donc bien le polynome %,_,(—t”). En appliquant le 
criterium (10.), on a 

(11.) %M-P)=0 
pour t=r, r etant un quelconque des rapports (2.) 
D’autre part 7 annule , ,‚(£); on aura donc en m&me temps 


(I+)’=1+r, (1-2) =1-—7” (mod p). 


D’ou 
(1—r)'=1—1? (mod p?) 
ou 
(12.) p,-(-T)=0 (mod p). 
Par consequent, le polynome ,_,(t) s’annule non seulement pour 
=7, mais aussi pour t=—r et pour t=—T’. CÜ.Q.F.D. 


Corollavre. Si r est l’un des nombres 1, —2, 5 ‚ ,-1(t)=0 admet 


les racines t=1 et t=2, d’oüu g(2)=0, 4(3)=0. 
Soit maintenant «a un entier quelconque inferieur ä p. Par une 


voje analogue ä celle que nous avons suivie pour obtenir la congruence 


(11.), on arrive au criterium 
i=p—1 ui u da 
(13.) ur ne 
(=1 


Journal für Mathematik. Bd. 139. Heft 4. 42 
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va designant le plus petit reste positif de «a (mod p). En faisant a=1, 
on retombe sur la congruence (11.) 


Je me bornerai ä& cette indication. 


8 4. 


Deuxieme serie de relations deduites de (7.) 


Revenons ä la serie (7.) 


Soit m un entier premier & 9. En remplagant x par mx et en retranchant 
on & l'identite connue 


1) [ae re 


i=m—1 





dont le premier membre peut &tre mis sous la forme x 3 


ı ea’ 
2m —] 
O5 os... m, sont les racines de _ ev. 
Je feraı encore ® =1-+t. “En arretant la serie du second membre 
| 
au terme en f” 


‚ on obtient une fonction lin&aire homogene des premiers 
membres des congruences (4.) plus le terme 


v B —1 
ATETEIEH 
N a 
D’autre part, le premier membre de (14.) se transforme en 
i=m—1ll(1-+1) 


i=1 1—a; +t ; 
que nous arreterons aussi au terme en {?”' 


Posons 
R- Mp—(—14 a _ Pl | 04) 
1+a)P1 Aa 
Nous pouvons £crire 


KM +H)=y,Ül)-RlT" + RT + St), 
S(t) etant une serie entiere, et comme %,_,(t) 


p,ılt) Rt” est divisible par 
E_® (1 + t) Aıt r—1 
1—o,+t, la serle Pe arretee au terme en 


‚ se reduit (mod p) au 
polynome 
Pr—ı (Ü)— Rt?" R; »—1 
1— +t + 1 2 ä 
En changeant { en —1-—t, nous aurons la relation 

| u Gi R 12 u i=m—1 aß; ab; 

Pt) = t+ „rare 2 ut 1— 
(15.) = tz % 


-9al)+ 2 (17 Doug 


.. (— 1)’ -1 (mr! — 





Me =) +, 


qui est une identite (mod p). 











| 
| 


Mirimanoff, sur le dernier theoreme de Fermat. 317 


Faisons t=0; tous les termes en $,_,.$, .,; S’annulent (mod p) et 
il vient 
ED & 
Mais on a (mP—1)B,=g(m)B,p et comme d’autre part, en 
vertu de la relation (9.), 


(-1)" "B,p 
, . — 1)! 
ıl vient vun 
i= m 1 R; 
(16.) q(m) :& I 


Cette expression generale du quotient de Fermat a deja ete indiquee 
sous une forme un peu difierente par M. Lerch dans une note des 
„Comptes Rendus de l’Acad. des Sciences, Paris“ 1906. 

i=m—l 


Multiplions maintenant la relation (15.) par le produit 77 (t-+«,) 
i=1 
et substituons & t£ Yun des rapports (2... Les termes en 9,_,: Pr—a 


tombent en vertu de (3.) et nous aurons, en tenant compte de (16.) et 
abstraction faite de facteurs qu’on peut &carter: 


i=m—1 (tam—1 PB, 
(17.) N (t+a) 3 —-=0. 

On peut done @noncer le theor&me suivant: Sı l’equation (1.) admet 
une solution &, %, 2 premiere ä& p, chacun des six rapports (2.) verifie 
les congruences (17.). 

Nous avons dejä indiqu& ce criterium dans les Comptes Rendus du 
24 janvier 1910. 

Le premier membre de (17.) est un polynome ä coefficients entiers 
(mod 9). Son degre est egal ä m—2 et pour t=—1, il se reduit ä 
(—1)"mq (m), puisque //(t+a)=(—1)""m, pour t=—1. 

Or le nombre des rapports (2.) distinets (mod p) est au moins 
egal ä 2, et comme pour m=2, m=3, le degre de (17.) est inferieur 
& 2, le premier membre de (17.) est identiquement nul (mod p) pour ces 
valeurs de m, d’oü, en faisant i=—1, mgq(m)=0. Nous avons donc 
les conditions 9(2)=0 (criterium de Wieferich) et g(3)=0. 

$ 5. 

Autres criteres particuliers. La propriete suivante simplifie la 
discussion de la congruence (17.): lorsque m est un nombre ıimpair, la 
congruence (17.) admet la racine t=1. 


42" 
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Voiei comment cette propriete peut &tre deduite de l’identit& (15.). 

On a, pour m impair 
a et 
14% 2 

Sı done l’on fait {=1 dans (15.), les termes en 9,_,(t) tombent, 
les termes en 9,_„(t) s’annulent, puisque 9, ,(1)=0, et Videntite (15.) 
se reduit, en tenant compte de la relation (16.), ä 

(18.) It. 
On voit que cette propriete a lieu independamment du criterium de 
Wieferich.h Au contraire, pour m pair, le premier membre de (17.) n’est 
dıivisible par —1 que si la condition 9,_,(1)=0 ou g(2)=0 est remplie 
(ci. @. Frobenvus, Sitzungsber. 1910, p. 206). 

Il est facile maintenant de retrouver le criterium relatif ä m=5 
donne par M. @. Frobenius. 

Pour m=5, le degre de la congruence (17.) etant egal ä trois, cette 
congruence est une identite (mod 9), lorsque les six rapports (2.) sont 
distincts. On a alors g(5)=0. 

Sı donc le quotient de Fermat g(5) n’est pas divisible par 7, 
les rapports 7 ne sauraient appartenir qu’& l’un des groupes incom- 
plets. Lorsque p est un nombre de la forme 3n +2, le groupe des 
racines,de ?+2+1=0 doit &tre exclu, les rapports 7 appartiennent au 





groupe 1, —2, 2 et le premier membre de (17.) est de la forme 
ce(t—1)(t+2) (21+1), c etant un nombre entier (mod p); et comme pour 
t=—1, ce polynome doit se reduire& —5g(5),on a ni 


Mais supposons que ? soit un nombre de la forme 3n+1. On 
aurait encore ä envisager le groupe des racines de ”+i+1=0 et alors le 


premier membre de (17.) se reduirait ä . (’—1). 


On peut donner une forme un peu differente ä ces criteres de 
M. Frobenwus. Posons. 





i=m—l 
(19.) A4,= 2 &R,;, 


i=1 


k etant l’un des nombres 0, 1, 2,...m—1. 


Or quel que soit le reste de p (mod m), les A, sont lies par les 
relations 
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(20.) A,+-4A„-ı-ı=0 (mod p), 
qu’on etablıt sans peine. 
Soit m=5. En tenant compte de ces relations, la congruence (17.) 
s’ecrit 
(—1) (4, —4A,t+A)=0, 
d’ou 
5 gq(5)=2(2 A, + 4ı). 


Done pour que la congruence (17.) admette les racines 1, —2, 


-5 ‚1 faut et il suffit qu’on ait 

(21.) 54,+24,=0, 
et pour qu’elle admette les racines de ?+!+1=0 ıl faut et il suffit 
qu’on ait 

(22.) A, + A, =0. 
Dans le premier cas 5g(5)=—4A, et dans le second 5g4(5)=2A,. 
Posons 

(=: rn 7 (= 1,2,...[4= )) 


et solt p=5dn+e. 
Pour e=1, la condition (21.) fournit la relation 50,+20,=0 et, 
pour <=4, la relation 50,+2C,=0, qui reviennent ä celle-ci 


n u 4 1 
(23.) gel+zt tz: 
tandıs que, pour e=2 et e=3, la condition (21.) est respectivement equi- 
valente ä 
50, —30,=0 et 
(24.) 


50,—30,=0. 
Considerons maintenant la condition (22... Pour e=1, elle fournit 
la relation C,+C,=0 et, pour e=4, la relation C,+C,=0, qui reviennent 


ä celle-ci 
E 1 .. 
(25.) sgö)=—2(1+,+4" +.) 
tandis que, pour e=2 et e=3, la condition (22.) est &quivalente ä 
1 | \ 1 — 
(26.) a din „=. 


On a donc le erıterium suivant: 
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1) p=2 (mod 3). Sı g(5) n’est pas divisible par p, on a pour 
e=] et e=4, la condition (23.) et pour e=2 et e=3 ]’une des condi- 
tions (24.). 

2) p=1 (mod 3). Pour e=1 ou e=4 on a l’une des conditions 
(23.), (25.), et pour e=2, e=3 une des conditions (24.), (26.). 

Le cas de m=7 se traite d’une maniere analogue. En tenant 
compte des relations (20.), la congruence (17.) s’ecrit 

(27.) (—1) (A,r— A, + (A,+ A) —A,t- A,), 
d’oü 
7q(7)=2(34,+2A,+4,). 

La congruence (27.) est une identite, lorsque les six rapports (2.) 
sont distinets; on a alors g(7)=0. Si donc le quotient de Fermat g(7) 
n’est pas divisible par p, les rapports z appartiennent ä& l’un des groupes 


incomplets. 


Or, pour que Ja congruence (27.) admette le groupe 1, —2, u 


> ) 
il faut et il suffit qu’on ait 


et pour qu’elle admette les racines de ?+t+1=0, il faut et il suffit 


qu’on alt 
(29.) A, + 4,=0. 
Dans le premier cas on a 
(30.) 144 (7)=—94A4,— 24, 
et dans le second 
(31.) 7947)=2(3 A,+ 4)). 


Il serait facile d’exprimer ces conditions en fonction des sommes 
telles que Ö;. 
8 6. 
Simplification du criterium (17.) dans le cas ou m est un nombre 
compose. Il est aise de montrer que la congruence (17.) peut @tre simpli- 
fite dans le cas oü m est un nombre compose. Posons 


sem—l R; 
a +0 Ei 


R; 


- (di 


et soit S/, la somme etendue aux racines primitives de 2"—1=0. 


On connait le proced& permettant de degager les racines primitives de 
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l’ensemble de toutes les racines de cette &quation. En appliquant ce 
procede ä& nos sommes, on obtient $S, ä l’aide d’une suite des $,, les 
indicees % etant des diviseurs de m. En multipliant par le produit 


i=m—1 
IT (t+0,) et en observant que les termes en S, s’annulent en vertu 
ı=1 


du criterium (17.), on aura la congruence reduite 


i=m—1 


R; 
(32.) HT (tHa)3>’ —-=0, 


ie1 i + 


la somme &tant &tendue aux racines primitives de 2"—1=0. 

Or le premier membre de cette congruence se decompose en deux 
facteurs: le produit des i+.«, relatifs aux racines non primitives et un 
polynome dont le degre est egal & g(m)—1. Nous verrons du reste dans 
le paragraphe suivant que ce polynome s’annule pour {=—1 (mod p), 
lorsgque m n’est pas une puissance d’un nombre premier; il se ramene 
alors & un polynome de degre y(m)—2. Pour m=10, p.ex., on a un 
polynome du second degre. 

On obtient ainsi de nouveaux criteres qui peuvent &tre rapproches 
de ceux que nous avons deduits de la congruence (17.) dans le cas de m 
premier. Je me bornerai ä cette remarque. Mais avant de terminer 
cette &tude je voudrais revenir sur l’expression generale du quotient de 
Fermat que nous avons tiree de l’identite (15.). 


8 7. 
Remarques sur le quotient de Fermat. Nous avons vu qu’on a 
i=m—1 R; 
(16.) q(m)= = te’ 
ou 
R- Pl)  — Fp-ıl) 
Gef 1-a)" 


en posant, avec M. Frobenius 
e @ > 
f,—(t) 0) =tr5 + 3 u 
On en tire la formule 


(33. ) am)=— 5 a) 
i=1 1-—a? 


dejä indiqu&e par M. Lerch dans les Comptes Rendus 1906. De cette 
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expression on deduit immediatement les formules de Sylvester que nous 
avons rectifiees dans le t. 115 de ce Journal. ÖOn a, en effet, 


Mm sm 
1— a " 
d’ou 
n=p—1l X 
34. m)= 3 —- 
(34.) u Meet 
en posant 
Gr (mod m). 0<m< m) 
s=m—l 


En remplagant la somme 5 se?“ par 5 sa”, on obtient la formule 


=] s=1 


n= 1 
(35.) gq(m) = 3 Be” 
n=1 N 
ou 
N 
ı nn » (mod m) , (0 << m) 


donnee dans la note dejä cıtee en m&me temps que la formule de Sylvester 
(34.) et retrouvee sous une autre forme par M. Lerch dans les Math. Ann. 


t. 60. L’expression de M. Lerch 


= fe] 


zZ vm 
zum 
P- 
Il serait plus difficile de deduire de la formule (33.) les expressions 
reduites que nous avons donnees dans le t. 115 de ce Journal et que 
M. Lerch a generalisees dans sa note des Comptes Rendus. Par contre, 
comme je l’aı dejä fait remarquer dans le travail cite, les formules de 
Sylvester s’obtiennent facilement ä& l’aide du procede qui nous a servi ä 
etablir les expressions reduites. 
Le quotient de Fermat s’exprime tres simplement ä l’aide des sommes 


A, du paragraphe 5. Ona, en effet, 


s’obtient en posant n=rvm (mod p), d’oü „= 








i=m— 


mga(m)=— 2 R(l+2, 4... +mat)=— 3 (k+1)A,, 
d’ou, en tenant compte des relations (20.), 


mq(m) = (m—1)4, 7 (m— 3) A, r' +2A,s; 


2 


pour m impair, et 
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mq(m)=(m—1)A,+(m—3) A, +: +A, 


pour m pair. 

Il serait facile d’exprimer ces formules ä l’aide des sommes telles 
que C,. 

En terminant je voudrais attirer l’attention sur une propriete des 
sommes (33.) que j’al mentionnee dans le paragraphe pr&cedent. 

Supposons que m soit un nombre compose. On a le th&oreme sui- 


vant: la somme 
‚’ R; 


_ 1- 
etendue aux racınes primitives de 2" —1=0 est congrue ä g(l), lorsque 
m est une puissance ' d’un nombre premier !, et elle est nulle (mod p), 
lorsque m n’est pas une puissance d’un nombre premier. 

On pourrait etablir ce th&oreme par des considerations analogues ä 
celles dont nous nous sommes servi dans le paragraphe precedent. Mais 
il est plus simple de proceder d’une maniere differente. 

Dejä M. Lerch a fait remarquer que la formule (33.) s’etablit directe- 
ment en developpant en series les binomes (1—«,)". 

On a en efiet 


1-a’=1—e—pf,_,(m) (mod p*) 


d’oü 
M—a (0) 
(36.) TE (mod 9), 


la somme et les produits &tant &tendus ä un ensemble quelconque des «,. 

Sı Pindice © parcourt toute la suite 1,2,...m—1, on obtient la 
formule (33.), le premier membre &tant egal ä mP-!, 

Mais bornons-nous aux racines primitives de 2"—1=0. 

Si m=!', I &tant un nombre premier, la norme de (1—«a,)=1 et 
le premier membre de (36.) devient 7°”, d’oü 


(37.) Iud=-L2 


Dans tous les autres cas, (1—«,) est une unite algebrique, sa norme =1, 
le premier membre de (36.) se reduit ä 1 et l’on a 


(38.) 54 vl) _ )_ 


: — uP 





C.Q@. F.D. 
Journal für Mathematik, Bd. 139, Heft 4, 43 
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Il en resulte, comme nous l’avons dejä dit au paragraphe 6, que la con- 
gruence (32.) admet la racine t=—1, lorsque m n’est pas une puissance 
d’un nombre premier. 


En supposant m=2", on deduit facilement de (37.) l’expression 
€ 


(39.) e)=r"z ?, 


N 

2 ) 
’ ba m ; hr 

et &=—1l, si ce reste est inferieur ä —. En faisant A=2, onen deduit 


2 
immediatement les formules de Sylvester demontrees par Stern. 


ou e=1, si le reste positif de rg (mod m) est egal ou superieur ä = 


Du reste la plupart des expressions connues de g(m) decoulent des 
formules (37.) et (38.). 
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Die Hauptsätze 


der Elementar-Mathematik 


vn Dr. F. G. MEHLER 
bearbeitet von A. SCHULTE-TIGGES 


Direktor des Realgymnasiums zu Cassel 


erscheinen in folgenden Ausgaben und Teilen: 


Ausgabe A. Stammbuch, Vollausgabe. 


26. Auflage. Gebunden 2.40 Mark 





Ergänzungsheft, enthaltend diejenigen Teile des Stammbuchs Ausgabe A, welche stark verändert 
sind oder in den früheren Auflagen fehlen. Geheftet 40 Pfennig 


Ausgabe B. Neue Ausgabe vollständig in 4 Bändchen. 





Unterstufe. Gebunden 2 Mark 
Oberstufe (in drei Bändchen) 


I. Synthetische Geometrie der Kegelschnitte in engster Verbindung mit neuerer und dar- 
stellender Geometrie. Gebunden 1.50 Mark 


II. Arithmetik, Trigonometrie, Stereometrie, Gebunden 1.50 Mark 


III. Funktionale Geometrie (Graphische Darstellung von Funktionen, Analytische Geometrie der 
Ebene, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung). Gebunden 1.50 Mark 


! 


Zeütschrift für das Gymnasialwesen. 1908 Heft 2/3: Der Kampf um die Existenz in der 
Schulbücherliteratur zwingt auch altbewährte Bücher, den Forderungen der Zeit Rechnung zu 
tragen und sich Umänderungen anzubequemen, die größer sind als die von Auflage zu Auflage 
vorgenommenen Verbesserungen einzelner Stellen. Auch Mehlers Werk ist dem Schicksal nicht 
entgangen. Freilich, was hier vorliegt, ist eigentlich ein neues Buch; denn die Disziplinen der 
Schulmathematik, die es enthält, fehlten in dem „alten“ Mehler bis auf den ersten Abschnitt ganz. 
Dieser, der die Lehren von harmonischen Punkten und Strahlen, Kreispolaren, Transversalen, 
Ähnlichkeitspunkten und die Apollonische Berührungsaufgabe enthält, ist ziemlich unverändert 
herübergekommen. Neu aber sind der zweite und dritte Abschnitt, Der zweite bringt die Grund- 
züge der darstellenden Geometrie. Der dritte Abschnitt bringt in vier Kapiteln die Grundzüge 
der synthetischen Geometrie der Kegelschnitte, indem sie einmal als geometrische Orte, dann als 
Kegelschnitte, darauf als Zentralprojektionen des Kreises, endlich als Erzeugnisse projektiver Ge- 
bilde betrachtet werden. Der Lehrgang, der damit geboten wird, ist nach den Erfahrungen 
des Berichterstatters sehr geeignet, die Schüler lebhaft für den Gegenstand zu erwärmen 
und ihre Aufmerksamkeit dauernd zu fesseln. Die Darstellung in ihrer Kürze, Klarheit 
und Folgerichtigkeit zeigt den Meister der Lehrkunst. Ein besonders hervorzuhebender 
Vorzug des Buches sind die Figuren, die in tadelloser Korrektheit, meistens auf besonderen 
Tafeln, und in großer Zahl, teilweise in mehreren Farben, ihm beigegeben sind. Es mag eine 
Freude sein, nach diesem Werkchen unterrichten zu können. 




















